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Introduccio

Aquesta colleccié dexercicis d’Algebra Lineal és el resultat de les classes impartides per la Seccié
del Departament de Matematiques a 'Escola Superior d’Enginyeries Industrial, Aeroespacial i
Audiovisual de Terrassa des de la posada en marxa del nou pla destudis.

S’han inclos exercicis similars als explicats a classe per tal d'aconseguir una major comprensié dels
conceptes teorics desenvolupats juntament amb d’altres d'un major grau de dificultat que intenten
aclarir aquells punts en els quals hem constatat que els estudiants tenen més dificultats. No cal
oblidar, pero, que per assolir aquesta comprensi6 és imprescindible lesforg i el treball personal, tant
pel que fa a lestudi dels conceptes com a la resoluci6 dels exercicis. Esperem que sigui d’utilitat als
estudiants i els aconsellem que intentin resoldre els problemes abans de llegir la solucié. En molts
casos, segurament, trobaran solucions alternatives a les donades.

Els temes que es tracten son habituals en qualsevol curs d’Algebra Lineal i s’ha dedicat especial
atencio als seus aspectes geometrics. Aixi, els dos ultims capitols estan dedicats a la Geometria lineal
i alestudi de les coniques i les quadriques.

Encara que, inicialment, els exercicis estiguin pensats per a estudiants de Graus d’Enginyeria, també
poden ser utils als estudiants de Matematiques, Fisica i, en general, a tots aquells que hagin de cursar
la matéria d’Algebra Lineal.

Rafel Amer, Francesc Carreras, Enric Monso, José Miguel Moreno, Miquel Noguera, Maria Jesus
Pérez, Julian Pfeifle, Viceng Sales i Josep Tuduri
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Capitol

Matrius i sistemes d'equacions lineals

. SiA, Bi C sén les matrius

2 -1 0 11 -1 -1 -2 3
A=|3 2 1], B=|-2 4 1 i C= 5 -1 1],
1 2 -4 01 -2 2 01

calculeu la matriu AB + AC.

. Donades les matrius

1 —
A= 3 2 ; B— 2 21 ,
-1 1 -3 1 -1 3

calculeu les matrius segiients: (a) 24 + 3B, (b) 34 — Bi(c) —2A — B.

. Donades les matrius

L= 1 -1 -2
a=| 1 1| i B=( y
2 2 1
-2 2
calculeu les matrius AB i BA.
. Donades les matrius
1
A=(-1 -2 1) i B=|-3],
2

calculeu les matrius AB i BA.

. Donades les matrius

) )
1 -1 2 2
calculeu les matrius segiients: (a) A*B, (b) ABA, (c) BABi (d) AB.

1



2 Matrius i sistemes dequacions lineals

6. Digueu quines de les matrius segtients estan en forma triangular o esglaonada:

10.

11.

00 0 O
02 7 -5 3 -1 00 -1 3 00 2 1
00 1 0 b — B
(a) ™[ o021 -20 (C)002—1—2
00 -1 00 0000 -1 3
000 O O
-1 2 1 0 0 -2 0 -1 3 60 01 -2
|l o0 -1 1 -3 elo o1 =2 0 (f)
00 —30 0
00 00 -1 0 00 00

Digueu quins sén els rangs de les matrius de lexercici anterior.

. Apliqueu la transformaci6 elemental F, ~ 2F, + 3F a la matriu

-2 1 -1 2 3
A= 2 -1 0 2 -1
1 3 1 -1 0

i comproveu que aquesta transformacio és equivalent al producte BA, on

1 00
B=|3 2 0
0 01
Donada una matriu quadrada A, dordre 3, apliquem les transformacions elementals per files se-
giients:
e Enprimerlloc, K5 ~ K — E iF; ~ 3F, + 3F per a obtenir la matriu A'.
e Ensegon lloc, a la matriu A’ li apliquem F; ~ —3F, + 2F; per a obtenir la matriu B.
Trobeu una matriu T tal que B = TA

Donades les matrius

-1 2 1
2 -1 2 1 s 1 1
A=|-3 2 4 -1 1 B= ;
4 1 2
1 2 -2 0
7 6 —1

(a) Quantes files i columnes tenen les matrius AB i BA.

(b) Expresseu la segona columna de la matriu AB com a combinaci6 lineal de les columnes de A.

Donada la matriu

—4 -1 =2
-5 1 =3
0 -1 o]
3 -2 1

expresseu la quarta fila com a combinacio lineal de les altres tres.

12. Trobeu una relacié de dependencia entre les files de la matriu

-1 -5 =2
6 —1 1
3 1 1



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Matrius i sistemes dequacions lineals

Calculeu el rang de les matrius segiients

-2 =30 5 1 -1
(@ -3 -8 2 bl -9 —2 2 (c)
5 -4 9 -2 -1 1

Calculeu el rang de les matrius segiients
3 -3 -2 -1 -1
4 -5 -3 0 3
-7 5 4 5 11
-8 7 5 4 7

2 -1 3 -2 4
@4 -2 5 1 7 (b)
2 -11 8 2

Es consideren les matrius A i B segiients:

1 -6 4
-1 3 -1
2 =9 5

0 4 10 1

4 8 18 7

(c) .
10 18 40 17
1 7 17 3

() ()

Calculeu les matrius (AB)! i A'B!.

Siguin A i B les matrius quadrades dordre 2

(2) )

Calculeu les matrius (A + B)(A — B) i A*> — B2

Analitzeu quines de les matrius segiients son simetriques i quines ortogonals

1{ 5 12 0 -1 1
1
(a)E(12 _5> (b) _1 (1) —(1) (c) 3

Resoleu els segiients sistemes dequacions

2 -1 2
2 2 -1
-1 2 2

—x+3y=-3 —4x —5y=2 =3x+4y=6
(a) (b) (c)

—3x+9y=-9 9% +13y = -7 5x—7y=-9

xX+y=-3 3x+6y=1 —3x—4y=3
@ e Y f y=3 0

X—2y=-2 Tx+14y =3 7x + 10y = —8

Resoleu els sistemes dequacions lineals segiients pel metode de Gauss

—3x—-5y—5z=-1 2x+2y+4z=0 —-x+y—7z=1
(a) —2x—-3y—-3z=-1 (b) —3x—y—14z=-3 (c) —2x—y=-4
10x+ 17y +17z =3 —8x—1ly—-2z=4 —2x—-3y+11z=-8

Resoleu els sistemes dequacions lineals segiients pel metode de Gauss:

4x —5y—z+t=9
2x+3y+z=0
3x—y+2z-2t=4
(a) x+3z=3 (b) (©)
2x+y+3z—-3t=1
X+y+3z=5
X+y+2z—t=2

Trobeu la solucié general dels segiients sistemes dequacions lineals

x—=2y+z=1
3x—-y—-2z=4
—4x+3y+z=2



22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

4 Matrius i sistemes dequacions lineals

2x+2y+2z—6t=-9 —4x+3y—5z—-2t=0
(a) (b)

—3x—3y—2z+10t =15 3x—2y+2z+2t=2
5x+2y+3z—-3t=-1
(c) 1lx+4y+9z—6t=—4 (d)

2x+y+z-3t=1 }
—8x—4y+6t=-2

—5x—3y—2z+11t = -5

Resoleu els sistemes dequacions lineals segiients pel métode de Gauss-Jordan

2x—3y=-1 —2x—3y=-3 3x—-y=2
(b) c
—5x—"7y=-12 8x—5y=6

()
x—y=0

Resoleu simultaniament, pel metode de Gauss-Jordan, els tres sistemes dequacions lineals segiients:

x+y=1 x+y=1 x+y=2
(a) 2x+3y=0 (b) 2x+3y =14 () 2x+3y=-2
x—y=3 xX—y=2 x—y=14

Trobeu la inversa de les matrius segiients

—5 -2 0 4 4 3
® <—1 —1) (b) (—1 11) (© (13 10)
4 1 2 6 3 -2
(d) (_3 _2) (e) (5 9) (f) (5 _4)

Trobeu la inversa, si és possible, de les matrius segiients pel metode de Gauss—Jordan:

1 11 01 2 -1 1 0
A=|1 2 1], B=|1 3 1]}, C= 1 0 -1
01 3 111 0 -1 1

Sigui A i B dues matrius tals que

A-1 = 2 -1 ; Bl = 4 -2 ,
1 3 2 3

calculeu la inversa de la matriu BA.
-1 1
A= ,
1 1

calculeu A fent exactament cinc productes de matrius.

Donada la matriu

Sabent que la matriu

V2

0
0

A=L

V2

és ortogonal, determineu els valors de a, bic.

Q = o

0
b
1

Annex

Tres productes A, Bi C contenen els percentatges segiients de Fe, Zn i Cu, a més d'impureses:



Matrius i sistemes dequacions lineals 5

Fe Zn Cu
A 47% 25% 21%
B 38% 25% 29%
C 27% 54% 15%

Quin percentatge de cada producte hem de combinar per obtenir un compost que contingui el 44%
de Fe, el 34% de Zn i el 22% de Cu, tenint en compte que durant el procés dobtencié del compost
seliminen les impureses?






Capitol

Determinants
1. Calculeu els determinants dordre 2 segiients:
0 2 7 =7 -2 3 3 5 7 1
@15, ® ‘—5 5| © ’ 3 4’ (@ ’3 2’ (©) ’ 1 0‘
—4 -7 0 3 -5 7 . 3 -3 . 5 —6
® ‘—5 5‘ (®) ‘—4 5‘ () ’—3 2’ (1) ‘—7 1’ 0) ‘—7 2’
2. Calculeu els determinants dordre 3 segiients:
4 -3 1 3 51 -2 -1 -1 -4 -3 -2
(a) |4 -4 2 (b) |4 -2 4 © [-1 -4 =3| (@ [-3 1
1 3 -5 1 4 3 5 -4 —4 -2 3 3
2 4 -4 3 4 -3 1 -2 —3 3 —4
() |-3 3 2 f) -4 1 -1 (g |4 4 4 (h) 3 -3 -3
-4 -5 5 4 2 5 4 1 5 -2 3 -4

3. Calculeu els dos determinants segiients fent servir exclusivament el metode de Gauss

-1 3 3 -5 -1 3 -1 =2
5 -1 -5 4 3 4 -4 3
(a) (b)
2 5 5 3 -2 2 -2 -1
1 -2 -5 =5 35 3 —4

4. Calculeu els dos determinants segiients fent servir exclusivament el métode de Laplace

-1 -4 4 =5 1 -2 =5 3
3 -2 -3 -1 1 4 5 -2
() (b)
3 3 -1 -5 4 —4 -3 -4
—4 4 3 3 1 5 2 3

5. Calculeu els dos determinants segiients combinant els métodes de Gauss i de Laplace

7



8 Determinants

-4 -1 =3 1 —4 1 -5 4

-4 2 -1 =2 4 -3 5 -3
(a) (b)

-4 3 -3 -5 4 -2 -2 -4

-2 3 -1 —4 4 1 5 =5

6. Representem les columnes de la matriu quadrada dordre 4 A per

A=(¢q G ¢ ¢),

i sabem que det A = 2. Digueu quins son els determinants de les matrius segiients:

@ A =(C ¢ ¢ C)

)
)

@ A=(Cy G G )
) As=(C, 3C, 4C, G).

7. En una matriu amb 7 files i 8 columnes, quants menors dordre 3 existeixen? I en una de 10 files i 8

columnes?

8. Calculeu el rang de les matrius segiients fent servir inicament el calcul de menors.

9.

10.

11.

3 -2 2 23 —4 4
(a) (b)
3 2 -2 4 6 —11 10
6 5 1 3 0 -1 -1 -6
© =3 -6 2 @/ o -1 =2 o =3
3 —11 10 6 1 4 2 15
22 0 1 -1
4 -3 —4 1 -4 8
(e) 6 =5 =2 0 —6 10 (f) =23 2 -1 1
6 4 —4 7 —7
2 1 12 -4 2 -9
45 2 0 0
2 2 -1 -2 3 -2 -2 2 0 -1
0 -2 —2 4 3 2 4 -3 1 3
h
®1_, 4 1 -7 W15 5 2 o 2 3
6 6 -3 -8 9 —6 -8 7 -1 -5

En una matriu de 8 files i 10 columnes hem trobat un menor dordre 3 no nul. Si el rang de la matriu
és 3, quin és el nombre minim de menors dordre 4 que hem de calcular (i veure que sé6n nuls) per
poder-ho assegurar?

En un sistema de 10 equacions amb 12 incognites, hem trobat un menor dordre 5 no nul de la
matriu dels coeficients de les incognites. Quants menors dordre 6 de la matriu dels coeficients de
les incognites hem de calcular (i comprovar que son nuls) per poder assegurar que el seu rang és 52
Al final sabem que el sistema és compatible indeterminat, quants menors addicionals hem calculat?
Quin és el nombre de graus de llibertat del sistema?

Calculeu les inverses de les matrius segiients
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1 2 1 -1 1 4 4 -3
(a) (2 2) (b) (1 _4) (c) <1 2) (d) (3 _2>

4 4 1 -1 -5 2 2 2
(e) (_4 _3) (f) (2 _3) (g)( < _1) (h) (4 3)

12. Calculeu les inverses de les matrius segiients

5 -2 2 -1 1 -2 -2 -2 3
(@ |4 -2 3 (b) 4 -1 -2 () 4 1 -1
5 -3 5 -5 1 3 -3 3 -5
2 —4 -2 -3 -3 2 -2 -5
(d) 2 5 —4 (e) 1 -2 =2 | -1 2 -2

-3 1 4 —4 —4

w
|
N
|
)
w

13. Resoleu els segiients sistemes dequacions obtenint la inversa de la matriu dels coeficients de les
incognites

(@ 'x”yzz} ©) x_y=4} © x_zy:_z}

x+y=1 —2x—y=-3 2x —6y=-9
2x+3y=7 2x—-3y=3 =2x—-y=-=2
(d) (e) (f)
3x+4y =12 x—y=3 —x+2y=1

14. Resoleu els segiients sistemes dequacions mitjangant la regla de Cramer

—2x+4y=—2} b) x—y=5} © 4x+2y=—2}

—-7x + 13y = -5 4x—-2y =13 9x + 6y = —5
4x+y=-3 2x+3y=-2 3x+3y=-3

(d) (e) (f)
—13x -4y =12 —x+y=-2 8x+7y=-9

15. Resoleu els segiients sistemes dequacions mitjangant la regla de Cramer

—3x—-2y+z=-1 2x—y+z=-1
(a) x—4y+3z=1 (b) 3x+y+2z=3 ;
x—=5y+4z=1 —2x—3y—2z=-5
3x—=5y—5z=1 —2x—3y—2z=5 )
(c) —x+y+4z=1 (d) X+2y+z=-2¢
—2x+3y+2z=-2 —Xx—=2y—4z=-2

16. Resoleu els segiients sistemes dequacions pel métode de Cramer
2x—y—3z-3t=-2 ®) —2x—4y+5z+4t=-2
—X+y+2z+t=1

(a)
x+3y—4z—t=2

—X—=2y—3z+2t=2

—2x—=2y—2z+3t=2 X—y—z+t=3
(c) d)
XxX—=3y—z—t=>5



10 Determinants

17. Determineu si els segiients sistemes dequacions sén compatibles o incompatibles. En cas que siguin
compatibles, trobeu la solucid, tot pel metode de Cramer.

x—2y—5z=3 —Xx+2y+4z=-3
(a) X+y—-2z=2 (b) xX—2y—4z=3
—x+y+4z=-2 —xX+2y+5z=-5
2x—=2y+z=3 —x+2y+z=1
(c) x—y—z=1 (d -2x+4y+3z=1
X+y+2z=3 —x+2y+z=1

18. Resoleu els segiients sistemes dequacions pel métode de Cramer

—3x+2y—2z-2t=-1 2x+3y+2z+t=—4)

(a) —4x+2y—-2z-3t=-2; (b) x+3y+4z+2t=-2¢;
=5x+2y—2z—4t=-3) xX+4y+4z+t=-4)
—3x—y—z+t=3 2x+3y—z+3t=3

() —-2x—4y—3z+4t=2 ¢ (d) xX—4y+z+t=-2
3x+y+z—t=-3) 2x+4y—z+3t=4 j

19. Estudieu els segiients sistemes dequacions en funcié del parametre m i resoleu-lo en els casos en
que sigui compatible.

(a) (b)

mx+y=3 x+my=m+1
3Ax+y=1 mx+y=2

2x+y=m+1

(c) mx+y=3 (d)

mx+3y+z=1
2mx+2y+z=-1 '

2x +my =2m

20. Es considera el sistema dequacions lineals

x+y+(a@a+l)z=a+1
x+(@+)y+z=a’+1
(x+Dx+y+z=1

(a) Analitzeu el seu caracter en funci6 del parametre a pel metode dels menors.

(b) Resoleu-lo pel metode de Cramer en els casos en que sigui compatible.

21. Determineu els valors de A per als quals els segiients sistemes dequacions sén compatibles indeter-

minats.
—5x 4+ 3y = Ax 6x +2y = Ax
(a) (b)
—6x+4y =21y —6x—y=A1y
5x+y+2z=»Ax —5x =2y +2z=Ax

(c) —6x+2y—6z=21y (d) dx+y—4z= Ay
—6x—y—3z=A1z 4x+4y+5z= 2z



22.

Determinants 11

Annex

Utilitzant el fet que els nombres 21375, 38798, 34162, 40223 i 79154 son tots divisibles per 19, deduiu
que el determinant

N A WwWowoN
O O b~ 0
N - g W
[, I \S I e SERNCRER N |
A W N 0 W

és divisible per 19 sense calcular-lo. (Elementary Linear Algebra with Supplemental Applications,
Howard Anton i Chris Rorres, 2011).
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Vectors al pla i a lI'espai

1. Donats els vectors u; = (2,1,—-3), U, = (3,1,1) i ti3 = (1,2, 2), calculeu els vectors
(a) 3ty —2u, +3u;  (b) u; —3u, +2u;  (c) —5u; + 4u, + 3,

2. Donats els vectors i, = 27— 2] — k, l, = =57+ ] — 3k i i3 = 2 + 3] — 3k, calculeu els vectors

3. Contesteu cada un dels apartats segiients:
(a) Expresseu el vector (7,2) com a combinacio lineal dels vectors (1,2) i (-1, 1).

(b) Determineu si el vector (1, 3, 8) és 0 no combinacio lineal dels vectors (1,2,3)i (1,1, —2).

(c) Expresseu, si és possible, el vector i = 7+ 11] — 5k com a combinaci6 lineal dels vectors
20+ ]—kiT—3]+k.

(d) Digueussi el vector (3, —1,2) és o no combinacio lineal dels vectors (1,1, 1), (1,2,3) i (2, 3,4).

4. Trobeu una relaci6 de dependéncia entre els vectors (3, 3,3), (—2,-2,3), (2,-3,3)i1(1,1,2).

5. Ailleu el vector X de la segiient igualtat entre vectors
—5(ii — X) = —tl — 2(—X + 30).

6. De les segiients llistes de vectors, digueu quins son linealment independents i quines son linealment
dependents.
(@) (-1,-2,1),(2,5,—2)i(2,6,-1).

(b) (2,-3,5)i(-1,2,4).
(o (1,-1,1),(1,2,-3),(2,1,0)1(3,—-1,0).
(d) (1,2),(0,0)i(3,-1).

7. De les segiients llistes de vectors, digueu quins son linealment independents i quines so6n linealment
dependents.
(@) T+ J+2k, T+ 2]+ 3k, 3T+ 2] + 4k.

13



14 Vectors al pla i a lespai

8. En cada un dels apartats segiients hi ha un vector i i una base B’. Calculeu, en cada cas, les
components del vector i en la base B'.
(@) u=(9,7)iB ={(-1,2),(1,3)}.

(b) u=(12,3,15)i38 ={(4,2,3),(2,5,2),(1,1,4)}.
() U=31+5—kiB ={20+]+kT+]—2k7i—]+3k}

9. Representeu graficament el vector que en la base B’ = {(1,-1), (1, 2)} té components (3, 3). Quines
components té en la base canonica?

10. Representeu graficament una base B = {¢}, &,} no ortonormal i els vectors que en aquesta base tenen
components (-3, 3), (5,2) i (—4, =3).

11. Analitzeu si el sistema de vectors
{(1,-2,-2),(1,-1,-2),(1,0, 1)}

és una base de ; i, en cas afirmatiu, determineu les components del vector (3, -2, 3) en aquesta
base.

12. Considerem pla vectorial generat pels vectors (1, —2,1)1(2, 1, 1). Digueu quins dels segiients vectors
pertanyen al pla i quins no hi pertanyen.
(@ (1,-7,2) (b) (13,-6,9) (¢) (1,1,1) (d) (-3,1,5) (e) (3,-1,2)
) 1,2,-1) (g (0,5,-1) (h) (1,3,00 () 4-3,3) () (1.3,-1)

13. La recta vectorial de 5 té equacions implicites

x+y+2z=0
x—2y+z=0

Digueu quins dels segiients vectors pertanyen a la recta i quins no hi pertanyen.

@ 1,53) B (-5-1,3) ©;36.1-3) @ @L-12) ()LL)

14. A partir del generador de cada una de les rectes segiients de 13, trobeu la seva equaci6 implicita

@ 42 ®)36-) © 1L @G (@32

15. A partir del generador de cada una de les rectes segiients de 13, trobeu les seves equacions implicites
(@ 3,-1,4) (b) (2,1,1) (o) (1,0,3) (d) (-4,2,4) (e) (0,0,1)

16. A partir dels generadors del plans vectorials de V5 segiients, trobeu la seva equacié implicita.
(@) (1,1,1),(2,3,2) (b) (1,2,-1),(2,3,—4) (c) (-1,-1,2),(2,3,-3)
(d) (1,-2,-2),(-1,3,3) (e) (1,-2,1),(1,-1,3) (f) (1,1,1),(1,2,2)
(g) (-1,1,-2),(-2,3,-3) (h) (-1,3,-2),(1,-2,1) (1) (-1,1,1),(-1,2,1)
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17. Per a cada una de les rectes vectorials de 15 definides per les equacions implicites segiients, trobeu-ne

un generador.

x—y—z=0 —x+3y—3z=0 x—=2y+2z=0

(a) (b) (c)
—2x+y+z=0 —x+2y—z=0 —x+3y—3z=0
X+y—z=0 —x—4y—-3z=0 x—y+z=0

(d) } (e) } () }
—2x—-y+3z=0 x+3y+4z=0 —2x+y—-z=0
—x—-2y—2z=0 —x—=2y+2z=0 x—2y—z=0

h ®)

(8)
—x+3y+4z=0

x+y+4z=0 —x—=3y—z=0

18. Per a cada una de les bases segiients escriviu les expressions del canvi de base de B” ala base canonica
iles del canvi de base de la canonicaa B'.

(@) B" ={(-2,-1),(2,2)} (b) B" ={(-2,-1),(1,2)} (c) B" ={(-3,-2),(=5,-4)}
(d) B, = {(1’ _1)’ (_55 3)} (e) B, = {(_5’ _3)’ (_2’ _1)} (f) 3, = {(1’ _1)’ (1’ 1)}

19. Per a cada una de les bases V; segiients, fent servir les matrius del canvi de base, calculeu les
components del vector #i = (1,—1,1) en la base B'.
(a) B'={(-3,-1,2),(-2,-1,1),(-1,-1,-1)}.
(b) B' ={(-2,1,1),(-1,2,1),(3,-2,-2)}.
(c) B ={(-3,1,1),(-1,-1,-3),(-2,1,2)}.
(d) B ={(-3,2,-2),(2,-1,1),(-1,3,-1)}.

20. Representeu graficament la base B" = {(1, —1), (1, 2)}, els eixos de coordenades corresponents i la
recta vectorial dequaci6 2x + y = 0. Quina sera la seva equacio en la base B'?

21. Per a cada una de les base segiients, trobeu lequaci6 en la base canonica de la recta vectorial que en
la base B’ té equacio 3x" —y’ = 0.
(@) B'={(1,-3),(1,2)} (b) B'={(1,1),(-1,2)}
() B"={1,1,(=3,)} (d) B ={(23),(-1L1}

22. Esconsiderala base B’ ={(1,1,1),(1,1,0),(1,0,2)} de 4
(a) Trobeu lequaci6 implicita en la base B’ del pla vectorial que en la base canonica té equacid
xX+y+z=0.

(b) Trobeu lequacié implicita en la base canodnica del pla vectorial que en la base B’ té equacid
2x"+3y'+3z' =0.

23. Donades les bases B’ i B” de V3, trobeu en cada cas lexpressié del canvi de base de B” a B'.
(@ B ={(1,-3),1,2)}i 8" ={(1,1),(-1,2)} (b) B'={(1,1),(-3,D}iB" ={(2,3),(-1L, 1)}
(0 B'={1,-3),(1,2}}i 8" ={(2,3),(-1,1)} (d) B’ ={(1,1),(-1,2)}iB" ={(1,-3),(1,2)}

24. Donades les bases B’ = {(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)}i B” ={(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)} de 1§
(a) Calculeu la matriu de canvi de base de la base B” ala base B’.

(b) Trobeu lequaci6 en la base B” del pla vectorial que en la base B’ té equacié x" + 2y’ + z' = 0.

25. Donats els vectors i, = (1,3,-1), U, = (2,1,-1), ti3 = (3,2,1) i uy = (4,2,—1), calculeu u; - us,
Uy - Uy, Uy - (U + Us), ||| [t + .
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Calculeu I'angle format entre els vectors (-1, 3,2) i (=3,2,—1).

Per a quins valors de ¢ el vectors (=2, 3,4) i (¢ + ¢, t2, —2) sén perpendiculars?

Sigui B’ = {¢,,,} una base de V5 tal que ||&,]| = 1, ¢, - &, = —11i|&,|| = V2. Escriviu la matriu de
Gram de la base B'.
Donats els vectors u; = 2¢; — €5, U, = €; + 3¢,, U = —2€, + 3¢, i U, = —3€, + &,, feu servir aquesta

matriu per calcular i - Uy, Uy - Uy, Uy - (Uy + Us), ||Uy]] i ||ty + Ug]]-

En cada un dels casos segiients trobeu un vector perpendicular als plans vectorials generats pels
vectors

(a) (1,-1,1),(-4,3,-1) (b) (1,-1,-2),(1,-2,-1) (¢) (-1,3,-1),(-1,4,-2)

(d) (1,2,3),(1,3,4) (e) (1,2,3),(1,3,3) (f) (-1,1,-2), (-1,2,-1)

En cada un dels casos segiients trobeu un vector perpendicular als plans vectorials que tenen equaci6
implicita

(@) 4x+3y—2z=0 (b) x—3y—-3z=0 (c)4x+2y+z=0 (dx+y—-z=0
() 3x+y—-2z=0 (f)x+3y—4z=0 (g 3x+2y—3z=0 (h) 2x+2y+z=0

Per a cada una de les rectes vectorials de 5 definides per les equacions implicites segiients, trobeu
una base del pla perpendicular.

xX—=2y+4z=0 —Xx+3y—3z=0 x—4y+4z=0
(a) (b) 9)

x—=3y+z=0 x—=2y+2z=0 -x+3y—z=0

—Xx+4y—-2z=0 —x—4y+z=0 —Xx+3y+2z=0
(d) (e) (f)

—x+3y+z=0 —x—=3y+2z=0 x—4y—-z=0

Siguin B’ = {e;, &,} una base de V; tal que ||¢,|| = 2, ||€,|| = 1 i formen un angle de 60° i els vectors
G, =8, 428, 8, =38, +8,i, = & — &,
(a) Calculeuu; - &, u, - U, &, - (U; + Us), ||[U,]| i |]€; + &]|-
(b) Representeu graficament la base B, els eixos de coordenades corresponents i el vector u =
(—3,4) 5. Calculeu la longitud de u i comproveu-ho en el grafic.

(c) Representeu un vector perpendicular al vector .

Calculeu la projecci6 ortogonal i el simétric del vector il = (—5, 3) respecte a cada una de les rectes
vectorials segiients.

(@)2x—y=0 B)x+y=0 (c)2x+y=0 (d)x—-5y=0 (e)y=0

Trobeu una base ortogonal (la soluci6 no és unica) de cada un dels plans vectorial segiients.
@ x—y—-z=0 (b)2x+3y—z=0 (¢c)2x—-2y—-3z=0 (d)x—-3y—-2z=0

Calculeu la projecci6 ortogonal i el simétric del vector i = (3,—1,5) sobre els plans vectorials
generats pels segiients vectors.

(@) 1,-1,1),(-2,1,-1) (b) 1,-1,-2),(1,—-2,-1) (c) (-1,1,-1),(-2,1,-2)

Calculeu la projeccio ortogonal i el simétric del vector # = (4, 3, 3) sobre les rectes vectorials que
tenen les segiients equacions implicites.
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(a) (b)

XxX+y—z=0 xX+2y+z=0 ()x+z=0
c
—2x—-y+3z=0 X+y—z=0

x+y=0

Sigui P el pla vectorial de V5 que enla base B' = {(1, 2, -2),(-2,1, —2), (0, —1, 1)} té equacid implicita
7x'+7y' —4z' =0.

Trobeu un vector perpendicular al pla i una base ortogonal del pla.

Donats els vectors uy = (1,1, —2), Ui, = (=2,2,—1) i1z = (-1, 1, 2), calculeu iy X iy, (u; +21i,) X U3,
(U X Uy) X Uy ity X (Uy X Us).

Les longituds de dos costats d'un triangle sén 5 i 12 cm, respectivament, i l'angle que formen entre
ells és de 120°. Calculeu la longitud de l'altre costat utilitzant vectors i productes escalars.

Dos costats adjacents d’'un parallelogram tenen longituds de 5 i 8 m, respectivament, i formen un
angle de 120°. Calculeu la longitud de les seves dues diagonals utilitzant vectors i productes escalars.

Sigui P és el pla de 5 generat pels vectors (1,—2,0) i (0,—3,1).
(a) Determineu una base ortogonal de P.

(b) Calculeu una base ortonormal de P.

(c) Trobeu un generador de la recta R perpendicular a P.

(d) Determineu la projeccié ortogonal del vector u = (1, 3, —3) sobre P.
(e) Calculeu el simétric del vector i = (1, 3, —3) respecte de P.

Annex

Representeu amb el Blender els vectors, rectes i plans vectorial segiients:
(a) Els vectors (3,4,7), (2,—5,—4)i(=5,2,6).

(b) Els vectors que en la base

) o L L
B = {\E(l, 1,-1), ‘/5(0, 1,1), =

tenen components (3,4,7) g, (2, =5, —4) g/ 1 (—5,2,6) 5.

(2,—-1,1)}

(c) Els vectors que en la base
(L 1 1o_
8 ={3(-3.2,3),5(2.1,1), 5(-1,3,1)}
tenen components (3,3, 5) g, (2, =3, —4) g/ 1 (=5,2,3) 5.

Tres vectors linealment independents i el pla vectorial generat pels dos primers.

)
(e) Tres vectors linealment dependents i el pla vectorial generat pels dos primers.
) El pla vectorial generat pels vectors (1,2,3) i (-2, 1, 2).

)

El pla vectorial que en la base
B - {g( 3’ 2a 3)’ 2(2’ 11 1)’ 2( 1, 35 1)}

té equacio x' +y' +z' =0.
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(h) Elvector i = (3,2,10), el pla vectorial P generat pels vectors (1,—1,1) i (2,2, 1), la projecci6
ortogonal de i sobre P i el simétric de u respecte P.

(i) Elvectoru = (3,2,10), la recta vectorial R generada pel vector (1, —1, 1), la projecci6 ortogonal
de 1 sobre R i el simétric de u respecte R.
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. Representeu graficament les rectes dequacions

(a) x—4y+12=0 (b)x+2y=4 (¢)2x+y=4 (d)x—-y+2=0

. Trobeu lequaci6 implicita de les rectes que passen per a cada parella de punts segiients.
(a) (2’ _1) i (5’ 4) (b) (_1, 0) i (4’ _4) (C) (4s _3) i (_3’ _1) (d) (_1’ _5) i (4’ 5)
(e) (_37 5) i (5’ _3) (f) (_1’ _4) i (_4’ 0) (g) (_1’ 1) i (_11 _2) (h) (_4’ _1) i (5’ 0)

. Escriviu les diferents equacions de la recta que passa pels punts (—3,2,1) i (0, 3, 2) i determineu si el
punt (3,2, 3) hi pertany.

. Determineu unes equacions implicites de la recta
x—=5 y+2 z-3
-1 3 -1

. Trobeu una equaci6 vectorial del pla dequaci6 implicita 3x — 4y + z = 3.

. Determineu la recta que passa pel punt (3,1,0) i és parallela a la recta dequacions
2x—y+3z=1
2x—3y—z=0)|"

. Escriviu lequacié continua de la recta que té equacions implicites
xX+y—3z=0
—x+3y—z=-4 '
. Dels segiients sistemes dequacions, digueu quins sén equacions implicites de la recta que passa pel
punt (2,1, —4) i té vector director (1,—-2,1).
3x—-2y+z=-2 XxX+y+z=-1 X+z=-2
(a) } (b) } (c) }

2x+y—2z=5 X—z=6 y—z=5
y+2z=-7 xX—y—3z=13 3x+2y+z=4
(d) (e) f
X+y+z=-1 x—=5y—11z=41 2x + 5y + 8z = —23

19
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Escriviu les diferents equacions del pla que passa pel punt (3,1, 2) i té vectors directors (—1,1,1) i
(2,1,2).

Escriviu unes equacions parametriques del pla dequacié implicita 3x — 5y — 2z = 3.

Determineu si els punts (17, —4, 5), (—7,0,4), (3,0,—1) i (1, 0, 0) estan continguts en el mateix pla i,
en cas afirmatiu, trobeu lequacié daquest pla.

Trobeu el valor de a per al qual les rectes

) x+ay—z=-1
(x.y,2z) =(—4,3,2) +1(3,3,1) i
2x—y+z=1

son perpendiculars.
Escriviu les equacions implicites de la recta parallela a leix de les y que passa pel punt (—3,4, 3).

Donats els punts (1,1, —2), (—1,-2,—-3) i (2, 2,0), trobeu lequacié del pla parallel al que passa per
aquests tres punts i passa pel punt (2,1, —3).

Donada la recta R dequacions implicites

x+2y+z=1
3x—y—z=3 '

trobeu lequacié continua de la recta parallela a R que passa pel punt (3, —1, 2).

Calculeu la projeccié ortogonal i el simétric del punt p = (—6, 15, —8) respecte a la recta afi dequa-
cions implicites

x+3y+z=6
2x—2y+3z=-13|

Trobeu la projeccié ortogonal i el simetric del punt p sobre el pla P en cada un dels plans segiients:
(a) p=@4,-1,5iP:x—-2y+z=-1 (b) p=(10,7,-4)iP : 2x+2y—z =11
(c) p=(-5,-3,9)iP:x+3y—-3z=-3 (d) p=(-4,6,—8)iP:x—y+2z=-8

Estudieu la posici6 relativa de les rectes i plans de B segiients:
(@) (%,y,2)=02,-9,-8)+4(1,3,4) i x—-1=y+2=13—z;
x+y+z=1 .
(b) i 5x—7y—-3z=11;
2x—4y—-2z=5

(c) 3x+2y+3z=1 i 6x+4y+6z=-5.

Les equacions respectives de dues rectes de B sén

3 y+8 z+9 X+ty—z=7
X — = — = .
3 4 4x+2y—9z =12

(a) Analitzeu la seva posicid relativa i, en cas que es tallin, determineu la seva interseccio.

(b) Trobeu una equaci6 vectorial del pla que conté la primera recta i és parallel a la segona.
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(c) Determineu unes equacions implicites de la recta que passa pel punt (—1, 4, 2) i talla totes dues
rectes.

20. Donats els plans dequacions

p1i2x—y+z =2
p-(m-1Dx+my+z =1
ps :mx—(m—-1)y+z =2(m-1),

estudieu la seva posicio relativa en funcié del parametre m.

21. Donats els plans dequacions

p1 . xX+5y+kz =3
p, i (k+1)x—10y+6z =6
P31 3x+2y+2z =k

estudieu la seva posicid relativa en funcié del parametre k.

22. Es consideren el punt (0, —1,2) i la recta dequacid

x—-3 y—4 z+43
1 3 =2

(a) Trobeu la distancia del punt a la recta.
(b) Determineu el pla perpendicular a la recta anterior que passa pel punt d’abans.

(c) Calculeu la projeccio6 ortogonal i el simetric del punt respecte de la recta.
23. Es consideren el punt (0, 1, 0) i el pla dequacié

X+y—3z=-9.

(a) Calculeu la distancia del punt al pla.
(b) Determineu la recta perpendicular a aquest pla que passa pel punt d’abans.

(c) Calculeu la projecci6 ortogonal i el simetric del punt respecte del pla.

24. Determineu si les rectes i plans segiients son perpendiculars i, en cas negatiu, trobeu I'angle que
formen:

-1 z+2

(a) x—2=y_—1= S 2= (1L-2,9) +A-1,0,1;
X -2 z+1

(b) 5=yT= i x—y+22+3=0

(c) x—y—2z=8 i x—-3y+4z=4.

25. Calculeu la distancia que hi ha entre les rectes i plans segiients:

x—2 y+1 =z . x—-1 y—-1 z+2

(a) = — = — 1 = = 5
-1 2 0 -1 2 0
x+2y—-2z=1

b T i 2x+y-5Sz=1:
X+5y—z=0

(c) 2x+3y—5z=7 i 3x+2y+3z=1.
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Les equacions respectives de dues rectes de B sén

x—1 y—-3 z+2 . 2x—-y+3=0

2 2 -3 2x—z—1=0|"
(a) Determineu la distancia que hi ha entre elles.

(b) Trobeu lequacio continua de la recta perpendicular comuna que talla totes dues rectes.

Trobeu lortocentre del triangle a lespai que té els vertexs en els punts (1, 2,4), (-2, —4,1) i (-2, —4, —1).
Lortocentre d’'un triangle és el punt on es tallen les seves altures (rectes perpendiculars a cada costat
que passen pel vertex oposat).

Trobeu el circumcentre del triangle que té els vértexs en els punts (3, -3, -2), (2,4,1) i (1,4, —1).
El circumcentre d’un triangle és el punt on es tallen les seves mediatrius (rectes perpendiculars a
cada costat que passen pel seu punt mitja).

Analitzeu si el sistema segiient és una referéncia i, en cas afirmatiu, calculeu les coordenades del
punt (2,1, —3):
{(-1,2,1); (1,-2,-2),(1,-1,-2),(1,0,-1)}.

Estudieu la posici6 relativa de la recta i el pla que en la referencia
R ={(2,3,-1); (1,0,-3),(0,1,2),(1,-2,-2)}
tenen les equacions respectives segiients i determineu la seva interseccié si n’hi ha:

(x',y',2")=1(0,2,-1)+ A(2,1,3) i x' —y —2z' =-3.

Donades les referencies del pla R" = {(1,2);(2,1),(-1,1)}i R" ={(3,0);(3,—-1),(1, 1)}, trobeu les
equacions del canvi de coordenades de R” a R’. Quines son les coordenades del punt (3,0) en la
referéncia R'?

La representaci6 del punt p en la referéncia
R =1{@3,-3,-2);(-3,-2,-1),(2,-1,-2),(2,2,1)}
és p = (3,2,2) 5. Quines son les seves coordenades en la referéncia

R" ={(-1,-1,2);(2,2,-1),(-1,-1,1),(1,-2,1)} ?
Trobeu lequacié de la recta afi 3x + 2y = 1 en la referéncia R’ = {(1, 2); (3, —1), (1, 1)}.

Lequaci6 d’'un pla afi P en la referéncia R' = {(1,-1,-1);(1,-2,1),(1,-1,2),(1,—1,1)} és
4" + 6y +3z' =2
Trobeu la seva equacid en la referéncia canonica.

Donada la referéncia R’ = {0; €}, €,, €}, la matriu de Gram de la base B’ = {¢}, €,, €5} és

2 -1 -1
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Sabent que les equacions implicites de la recta R en la referéncia R’ sén

2x"+3y'+3z' =-3
X' +2y 4z =-4)|’

trobeu lequacié del pla perpendicular a R que passa pel punt p = (4, —4, —4) /.

Trobeu la referéncia R’, sabent que el seu origen és el punt (-2, 3, —2) i que les coordenades dels
punts (4, —4,—-3), (3,—2,-3) 1 (1,1, —2) en aquesta referéncia son, respectivament, (—8, —10, 19) 4,
(=7,-10,18) s i (=3, =4, 7) 5.

Donat el parallelogram P de vertexs (1, —2), (5, —1), (2,5) i (—2, 4), trobeu una referéncia R’ tal que
parallelogram s’hi representi de manera més senzilla. Calculeu també I'area del parallelogram.

Determineu el centre i el radi de les circumferéncies segiients:
(@) x*+y*+2x—6y+1=0 (b) x> +y*+4x—8y+15=0
() x?+y*—6x+8y+17=0 (d) x> +y*+4x+6y—3=0

Determineu lequacié de la circumferéncia que passa pels punts (1,7), (—6,6) i (—5, —1). Quin és el
seu centre?

Calculeu lequaci6 de la circumferéncia que té per centre el punt (5, 3) i és tangent a la recta dequacio
3x +2y =8.

Trobeu els focus i els semieixos major i menor de lellipse dequacié 2x? + y? = 16.

Lequaci6 d’'una hiperbola és

=L =,
39

Quina és la semidistancia focal? I les equacions de les seves asimptotes?

Calculeu lequacid de les rectes tangents a la circumferéncia dequacio x* + y*> + 4x —4y —10 =0
que passen pel punt (7, —1). Indicacio: les rectes tangents a la circumferencia només la tallen en un
punt.

Calculeu els punt d’intersecci6 de la parabola y = x2 ila recta 2x + y = 3. Quins s6n el parametre i
el focus de la parabola?

Trobeu lequacié de la hipérbola que passa pel punt (3,4) i té els focus en els punts F = (v/3,0) i
F' = (-/3,0).

Representeu graficament la hipérbola dequacié

(x=32 (»-27°_
4 9

1

i digueu quin son els seus vertexs i les equacions de les seves asimptotes.

Trobeu el centre, els semieixos i la semidistancia focal de les hiperboles segiients.
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24 Geometria al pla i a lespai

(a) 9x%2 —4y?> —54x -8y +41 =0 (b) 2x?>—y? —4x—4y—-10=0
(c) 4x2 -9y +16x+52=0 (d) 4x? —y?> +32x + 6y + 63 = 0.
Trobeu lequacié de lellipse
x2 y2
4+ =1
23
1 1
en la referéncia R’ = {(0, 0); —(1,2), —=(-2, 1)}.
V5 Vs

, P . . . 1 1 ,
Lequacié d’una circumferencia en la referéncia R' = {(2, -3); —(@1,-1), —=(1, 1)} és
2

V2 V2

x?+y?=4.

Quina és la seva equacio en la referéncia canonica? Intenteu trobar la solucié de dues maneres
diferents.

Si fem girar la hiperbola dequaci6

X2 g2
- =1
a’? b?

al voltant de leix de les y, quina superficie obtenim?

Digueu el tipus de quadrica que es correspon a cada una de les equacions segiients (els coeficients a,
b i ¢ son tots no nuls).

2 2 2 2
Y

2

z X zZ

Y

@Wx=Gtp Ma-pa=t O-atiptac!
x2 2 ZZ x2 Z2
(d);—%+g=o © S+5=1 (f) z—a?y? =0

Donada la quadrica dequacié xy — xz + yz = 0, trobeu la seva equaci6 en la referéncia
je'—{(ooo)- L (1,1,0), =(1,-1,-2), 2 (1,-1 1)}
b b b ﬁ b b b Jg b b b ﬁ b b .
Quin tipus de quadrica és?
Lequaci6 d’'una quadrica en la referencia

A — . 1 —_ 1 —_— — 1
R —{(1’ 4’2)’ ‘/5(1’ 1’1)5 \/g(l’ 15 2)’ \/5(1’1’0)}
és

12 12

x* LY
10V2 V2

Quina és la seva equacié en la refereéncia canonica?

z' =

Trobeu l'area del triangle determinat pel centre de la circumferéncia dequacié
X2 +y?—4x+6y—12=0

i els punts d’'interseccié de la mateixa circumferencia amb la recta x — y + 1 = 0. Indicacié: no cal
que trobeu els punts d’'interseccid de la circumferéncia i la recta.
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Geometria al pla i a lespai 25

Calculeu el volum del con que té el vértex en el centre de lesfera dequacio
2424 2 —
X*+y“+z°+4x—-2y+6z—18=0
i com a base, la interseccié de la mateixa esferaiel pla 2x —y + 2z = 1.
Donada lesfera dequacio
242 4 22 Qv Dy — 44 =
Ve +z-+2x—8y—2z—-44=0,

trobeu lequacié dels dos plans tangents a lesfera i parallels al pla 3x — 7y + 2z = 95.

Trobeu els semieixos de la hipérbola que sobté com a intersecci6 del paraboloide hiperbolic dequaci6

X Y
zZ=—— "=
20 45
amb el pla dequacié z = 5.
La intersecci6 del paraboloide hiperbolic
2 2
=X Y
a’ b?

i el pla dequaci6 z = 3 és una hipérbola de semieix real /6 i semieix imaginari 2y/3. Trobeu els
valors de a i b.

Trobeu lequaci6 de la superficie de revolucié que sobté en fer girar la recta dequacié y = 2x + 1,
continguda en el pla z = 0, al voltant de Ieix de les y.

Trobeu lequaci6 de la superficie de revolucié que sobté en fer girar la hipérbola dequacié
=1,

4 9

continguda en el pla y = 0, al voltant de leix de les z.

Trobeu lequaci6 de la superficie de revolucié que sobté en fer girar la parabola dequaci6
2+ z
X=-2+—,
4

continguda en el pla y = 0, al voltant de leix de les z.

Annex

Representeu amb el Blender les superficies i regions segiients:
(a) Els cilindres elliptics dequacions

2 2

1Y o 220 1 LiZ oo
—_ _—= , —_ _—= 1 —_ =
16 36 16 36 16 36
(b) Els cons dequacions
2 2 2
x2+y?—z2:0, X2 - 4z2= i x2+y?+zz=0
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22
(c) Laregi6 limitada pel con z? = -ts ielsplansz = 01 x + 12z = 36.
(d) Lesfera dequaci6 x* + y* + z2 = 100 i el cilindre dequacié x* + y* = 10x.
(e) La superficie obtinguda en fer girar la parabola dequacié x = 4 + y? al voltant de leix de les x.
(f) Elcilindre elliptic dequaci6 3(x — 4)? + 2(z + 2)* = 48.
(g) Lesfera de centre (4,—1,3)iradi6ielplaz =6.
(h) Laintersecci6 del cilindre dequaci6 x? + y? = 6xiel con z2 = x? + 2.
(i) Lhiperboloide de dues fulles dequacio6
(=27 043 _@-9 _
12 16 18
(j) Laregio limitada pel paraboloide z = 4 — 2(x* + y?)ielsplans z = 0i z = 3.
(k) Lainterseccié de I'hiperboloide d’'una fulla dequacié
2 2 2
YLz
15 20 25
ielplax+2y+z=4.
() Elcilindre dequacié (x —4)?> + y*> = 16iel con
X2y
2 47
ze = 2 + 5
(m) Elcilindre parabolic dequacioy = x* — 6x + 8
(n) Laregid limitada pel paraboloide x = 4 — 2(y? + z%)ielsplansx =0ix+y +z = 3.
(0) La quadrica dequacid 36x2 + 25y + 450z — 216x — 50y + 1800z + 1249 = 0.
(p) La quadrica dequacié 24x? — 16y* — 3z% — 96x — 64y — 18z — 43 = 0.
(q) La quadrica dequaci6 x? — 8z% + 4x + 16y + 64z — 60 = 0.
(r) La quadrica dequaci6 8x? — 5y? — 80z% — 48x + 20y — 160z — 28 = 0.




Capitol

Transformacions lineals i afins

. Donades les transformacions lineals T i T, de V5 definides per

o(0)=(22)5) - of1)-07)0)

calculeu les imatges dels vectors (2, 3), (—1,2) i (4, —1).

. Donada la transformaci6 lineal T de 5 definida per

1 1 -2 X
v|=112 -1 3 vy,
w 4 1 -1 z

calculeu les imatges dels vectors (3,1,—1), (1,—2,—-1) i (1,—4,1) i les antiimatges dels vectors
(1,1,-1)i(=2,6,2).

. La transformacio lineal de V5 ve definida per

u\ (-2 1 X
v) \ 2 1)\y)’
representeu graficament en queé es transforma el quadrat de vertexs (-2, —2), (2, —2), (2,2) i (-2, 2).

. Siguin G el gir dangle 120° de V5 i T Iescalat de coeficient 1 en la direccié de les x i coeficient 2 en la
direccié de y.
(a) Trobeu la transformacio lineal consistent en aplicar primer lescalat i després el gir.

(b) Trobeu la transformacio lineal consistent en aplicar primer el gir i després lescalat.
En cada representeu en queé es transforma el rectangle de vértexs (-2, -1), (2,-1), (2,1)i(-2,1).

. Trobeu la transformacié lineal de V5 que compleix

T(2,-3) =(7,-16)
T(2,1) = (11,0)

27
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28 Transformacions lineals i afins

Trobeu la transformacio lineal de 15 que consisteix en un escalat de coeficient 3 en la direccié (1,1) i
de coeficient 2 en la direccié (—1, 1). Representeu graficament en que es transformen el rectangle de
vertexs (—4, —2), (4, —-2), (4,2) i (—4, 2) i el rectangle de vertexs (4,2), (2,4), (—4,—2) 1 (-2, —4).

Trobeu la transformaci6 lineal de 15 que compleix

T(1,-1,0) = (-1,3,1)
T(0,-1,1) = (1,-2,2)
T(-1,1,1) = (=2,1,2)

Donades les transformacions lineals de 15

(30 ol
o()-(22)) ml

trobeu les seves expressions en la base B’ = {(1, 2), (1, -1)}.

[+ =)0)
= )6)

NS

La transformaci6 lineal T de V5 ve definida per

u -2 1 -1 X
v | = 2 2 3 vy,
-1 1 1 z

trobeu la seva expressio en la base B’ = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1,1)}.

La transformacid lineal T de V; ve donada en la base B’ = {(1,1,0),(0,1,1),(1,1, 1)} per

’

3 0 3 X
vl=l 31 1]y,
! -3 10 z’'

trobeu la seva expressid en la base canonica.
Quina és la representacio en la base canonica de la rotacié de 60° al voltant de leix de les z?

Quina és la representacid en la base canonica de la rotacié de 270° al voltant del vector (1, —2,2)?
Quins son els seus angles d’Euler?

Quina és la representacid en la base canonica de la rotacié de « = 38.213° al voltant del vector

sV

. . > . . . 11 . .
(1,—-1,—1)? Quins sén els seus angles d’Euler? Indicacié: Feu servir que cosa = Tz isina=—-.

Trobeu la representacié en la base canonica de la transformacio lineal T de 15 que consisteix en
aplicar successivament una rotacié de 120° al voltant de leix de les y, una rotaci6 de 270° al voltant
de leix de les z i una rotacid de 60° al voltant de leix de les y.

Dotats els quaternions p =2 —i+2j—kiq=1—1i+ 2j + 2k, calculeu pq, qp, pq*, ¢*p i pqp™.

Trobeu la representacio en la base canonica de la rotacié de 180° al voltant del vector (1,—1,—1)
fent servir la férmula dels quaternions.
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Transformacions lineals i afins 29

Sigui T la transformaci6 lineal de V5 definida per

u ) 1 8 4 X
v =3 -4 4 -7 y
w -8 -1 4 z

Comproveu que és una rotacio i trobeu els seus eix, angle de rotaci6 i quaternié que la defineix.

Sigui T la transformaci6 lineal de V5 definida per

u ) 21 =2 X
v | = 3 -2 2 -1 y
1 2 2 z

Comproveu que és una rotacio i trobeu els seus eix i angle de rotacio.

Donada la transformacio afi T de B,

(2)=(3)+G2)05)

representeu graficament en que es transforma el quadrat de vertexs (0, 3), (2,3), (2,5)1i(0,5). Té
algun punt fix aquesta transformaci6? Indicacié: un punt fix d'una transformacio afi és un punt que
compleix T(x,y) = (x,y).

Trobeu la representacio en la referéncia canonica de la rotacié de 270° al voltant del punt (3, 3) i feu
el grafic del trapezi de vertexs (—3,—1), (3, 1), (4,1) i (—4,1) i el seu transformat.

Siguin G; el gir de 45° al voltant del punt (2, 3) i G, el gir de 225° al voltant del punt (3, —1). Trobeu
la representacio en la referencia canonica de la transformacio afi que consisteix en aplicar primer el
gir G, i després el gir G;.

Sigui T la transformacio afi de B, que consisteix en la rotacié de 60° al voltant de la recta dequacio6

continua
x—2 y—-3 z-1

1 -1 1
trobeu la seva representacid en la base canonica.

Quina és la representacid en la referéncia canonica de la transformacié afi de B, que consisteix en la
rotacié de 180° al voltant de la recta dequacié continua
x—3 y+3 z-1
-1 1 1

seguida d’una translacié de (3, -3, —3)?

La transformacié afi T de B ve donada per

7 0 -1 X
v |=(2]+ 0 01 y
w 5 -1 00 z

Comproveu que és una rotacio i trobeu l'angle i leix de rotacié.
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30 Transformacions lineals i afins

La transformacié afi T de B ve donada per

u 7\ L[ 2 -2 1)\/[x
vl=|=3|+3( 1 2 2|y
w -2 -2 -1 2/)\z

Comproveu que és un moviment helicoidal i descriviu-lo.

Siguin R la recta dequacié continua

-2
x—2=y—1=Z+3

(a) Quina és la representacid en la referencia canonica del moviment helicoidal que consisteix en
una rotacié d’angle 120° al voltant de la recta R seguida d’'una translacié de (3, -3, 3).

(b) Trobeu els angles d’Euler de la rotacié d'angle 120° al voltant del vector (1, —1,1).

Sigui R la recta dequaci6 continua

x+2 y-1
=——=z—-1.
0 -1

Trobeu la representacio en la referéncia canonica del moviment helicoidal que consisteix en una rota-
ci6 d'angle 240° al voltant de la recta R seguida d’'una translacié determinada pel vector (0, 3 J6,-3 \/g).

Trobeu lexpressié de la transformacié afi de P, donada per

u 3 1 -3 X
= +
(1)-C)(3)0)
en la referéncia R’ = {(1,-2);(1,1),(—1,1)}. Calculeu T(1,—2) de dues maneres diferents i com-
proveu que dona el mateix.

Trobeu la transformaci6 afi de P, que transforma el triangle de veértexs (-3, —5), (=7, —-2) i (—5,4)
en el triangle de vertexs (5, —1), (5,4) i (—1, 6). Determineu els punts fixos daquesta transformacié
afi i representeu-ho tot graficament.

Annex

Sigui R la rotacié de V5 amb angle d’Euler ¢ = 120°, 8 = 60° i ) = 120°, podrieu trobar uns altres
angles 1, 01 ¢ entre 0° 0 360° que donin lloc a la mateixa rotaci6?

Anomenarem rotacié amb angles d’Euler o, iy a la combinaci6 de tres rotacions elementals d’Euler
al voltant dels eixos segtients:
1. Rotaci6 d'angle « al voltant de leix de les z.

2. Rotacié dangle 8 al voltant de leix de les y.

3. Rotacié dangle y al voltant de leix les x.
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Si la representacié d’una rotacié en la base canonica és

u ) 2 22)/«x
v =% 2+42 2—-y2 2 vy,
zZ

w 2—\2 2442 =2

trobeu els angles o, B iy.

Busqueu informacié i expliqueu en que consisteix el gimbal lock i la seva relacié amb els angles
d’Euler.
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Diagonalitzacio

. Per a cada una de les transformacions lineals segiients trobeu una base de vectors propis i la seva
expressio en aquesta base

u 5 4)\(x u 1 2\(x
o (2)=( <)) @ ()5 40)
u -5 —6\(x u -3 2\[x
o (2)=(55)0) @ ()=(23)0)
. Per a cada una de les transformacions lineals segiients trobeu una base de vectors propis i la seva
expressio en aquesta base

u -1 31 X u 4 -3 -2 X
@lov]=-3 51 y ®lov]|=-2 -1 2 y
w 3 =31 z w 6 -3 —4 z
u 8 4 5 X u -2 3 -3 X
Dlv]|=l-31 -9 y dlv]=l-2 3 =2 y
w 8§ 8 —7 z w 2 =2 3 z
. Per a cada una de les matrius segiients
2 =2 —4 1 5 =2
(a)A—(1 5) (b)A—(_6 1) (c)A—(6 _2>

4 3 6 1 5 1
(d)Az(—z —1) (e)Az(—6 —1) (f)Az(—z —2)

trobeu una matriu invertible C i una matriu diagonal D tals que D = C~1AC.

. Per a cada una de les matrius segiients

4 =2 1 -5 4 3 -2 -6 2
(@A=[-1 5 -1 by A=| -8 7 3 A= 4 -7 =2
-2 4 1 -4 2 4 —4 —6 4

trobeu una matriu invertible C i una matriu diagonal D tals que D = C~1AC.

33
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Donat la transformacio6 lineal T de V4 definida per

u -1 1 -1 X
v | = 1 -1 -1 v,
w 3 3 =5 z

digueu quins del vectors segiients son vectors propis de T
(@) u; = (2,1,-3) (b) u, =(3,4,7) (c) Uz =(-2,1,2)
(d) uy =(2,3,5) (e) us=(1,1,3) f) g =(1,1,2)

Escriviu una base de vectors propis i la matriu diagonal corresponent de la transformaci6 lineal de
lexercici anterior.

La transformacid lineal T de V; ve donada per

u\ 1(-4 10\(x

v/ 3\ 5 1/\y/’
Trobeu una base de vectors propis de T'i la seva expressio en aquesta base. Representeu graficament
en que es transforma el parallelogram de vertexs (-1, —4), (5,2), (1,4) i (=5, —2). (Aneu molt en

compte amb la fraccié factor comu.)

Els vectors (2,1) i (—1, 1) son vectors propis de la transformacio lineal T de V5 amb valors propis 3 i
6, respectivament. Trobeu la matriu de T en la base canonica.

Comproveu que les matrius segiients no sén diagonalitzables sobre els reals i digueu perque no ho

sén.
1 -4 1(3 -4 2 -1
(a>(1 5) (b>§(4 3) (c)<1 0)

Esbrineu quines de les matrius segiients son diagonalitzables sobre els reals i, per a les que ho siguin,
trobeu una base de vectors propis i la matriu diagonal corresponent.

1 -1 -1 2 -1 -1 8 —1 11
@ 1 3 1 ® |l o 1 -1 @ 2 o 3
-1 -1 1 -1 1 2 -6 1 -8

Una transformacio lineal de V5 compleix que

T(1,2) = (—4,0)
T(1,3) = (-10,-2) | -

Comproveu que és diagonalitzable i trobeu una base de vectors propis de T i la matriu diagonal
corresponent.

Analitzeu si és diagonalitzable la transformacio lineal T de V4 segiient i, en cas afirmatiu, diagonalitzeu-

la:
T(1,0,0) = (1, —3,0)

T(1,1,0) = (=2,—2,0)
T(1,1,1) = (=2, -2,4)
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Lexpressi6 de la transformacio lineal T de 15 en la base B" = {(1, 1), (—2,1)} és

uw\ (-2 0)\(x

o)\ 2 —1)\y )’
trobeu una base B” de vectors propis de T'i la seva expressio en aquesta base.
La transformaci6 lineal T de V5 diagonalitza en la base B" = {(1,1), (3,4)} i la seva matriu en la base
canonica és

2 =3
A= .

Determineu els coeficients a i b i la matriu diagonal.

La transformacio lineal T de V5 diagonalitza en la base B" = {(1, —1), (3, —4)} i compleix que
T(3,-1) = (15, —11).

Trobeu la seva matriu en la base canodnica i el seu polinomi caracteristic.

La transformacid lineal T de V5 ve donada per

02206

Trobeu una base ortonormal de vectors propis de T i la seva expressié en aquesta base.

A:(4 2)’
2 4

trobeu una matriu ortogonal C i una matriu diagonal D tals que D = C'AC.

Donada la matriu

La matriu de la transformaci6 lineal T de 15 en la base canonica és
1 11
A=|11 1],
1 11
trobeu una base ortonormal de vectors propis de T'i la seva expressio en aquesta base.

Donada la matriu

0 2 -2
A=| 2 -3 -1,
-2 -1 -3

trobeu una matriu ortogonal C i una matriu diagonal D tals que D = C'AC.

La transformacid lineal T de V5 ve donada per

u . -1 -2 =2 X
v =3 -2 -1 2 vy,
-2 2 -1 z

trobeu una base ortonormal de vectors propis de T i la seva matriu en aquesta base.
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36 Diagonalitzaci6

Donada la matriu amb tres files i una columna

comproveu que A = I — BB és simétrica i trobeu una matriu ortogonal C i una matriu diagonal D
tals que D = C'AC.

Es possible trobar una matriu simétrica que tingui vectors propis u; = (1,1,-1), i, = (1,0,0) i
3 = (0,1,1) amb valors propis A; = 3,4, = 3113 = —1, respectivament?

Donada la transformacio lineal de V5 definida per
u\ (8 2\[x
v/ \2 5)\y)’
representeu graficament en que es transforma el cercle de centre (0, 0) i radi 1?

Una transformacio lineal simetrica de 15 compleix que

T(1,1,0)=(2,-1,-3)
T(1,-1,1) = (—4,4,—4)

i, a més, el vector (2,1, —1) és un vector propi de T. Trobeu la matriu de T en la base canonica.

Una transformaci6 lineal simétrica T de V; compleix que T(i) = 2u per a tot vector u del pla

dequacié x —y + z = 01 té determinant 12. Trobeu la seva matriu en la base canonica, una base
ortonormal de vectors propis i la matriu diagonal corresponent.

Annex

Una transformacio lineal T de 4 té polinomi caracteristic p(4) = —2% + 51 — 31 — 9 i els vectors
(1,-2,1),(3,-1,1),(2,-2,1) i (6, —7,4) sén vectors propis de T. Trobeu la representaci6 de T en la
base canonica.
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Coniques i quadriques

. Els quatre vertexs d’una ellipse estan situats en els punts (10, —6), (4,2), (—6,2) i (0, —6). Calculeu
la seva referéncia principal, la seva equacié reduida i la seva equacié en la referéncia canonica.
Representeu-la graficament.

. Una hipeérbola té els vertexs en els punts (0, 2) i (—2,0) i semidistancia focal ¢ = y10. Calculeu la
seva referencia principal, la seva equacié reduida i la seva equacié i les equacions de les asimptotes
en la referéncia canonica. Representeu-la graficament.

. Larecta directriu d’una parabola té equacié x + y + 10 = 01 el seu focus és el punt (—2,0). Calculeu
la seva referéncia principal, la seva equacié reduida i la seva equacié en la referéncia canonica.
Representeu-la graficament.

. Una hipérbola té els focus en els punts (8, —2) i (—4,2) i un vertex en el punt (—1,1). Calculeu
la seva referéncia principal, la seva equacié reduida i la seva equacié en la referéncia canonica.
Representeu-la graficament.

. Una ellipse té dos vertexs en els punts (—1,4) i (5, 2) i els seus focus sobre la recta dequacié x +y = 3.
Calculeu la seva referencia principal, la seva equacié reduida i la seva equacid en la referéncia
canonica. Representeu-la graficament.

. Elseixos principal i secundari d’'una parabola son, respectivament, les rectes dequacions x—2y+4 = 0
i2x +y = 7. Sabent que la parabola passa pel punt (0, 3), calculeu la seva referencia principal, la
seva equacio reduida i la seva equacié en la referencia canonica. Representeu-la graficament.

. Per a cada una de les coniques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equacio reduida i representeu-les graficament.
(a) 4x?—12xy + 9y? — 140x — 128y — 296 = 0.

(b) 19x? + 6xy + 11y? + 26x — 38y — 349 = 0.

. Per a cada una de les coniques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equaci6 reduida i representeu-les graficament.
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38 Coniques i quadriques

(a) 2x? —12xy — 7y* + 36x — 8y + 162 = 0.
(b) 9x2 — 6xy + y* —90x — 170y — 275 = 0.

Per a cada una de les coniques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equaci6 reduida i representeu-les graficament.
(a) 7x% —8xy + 13y? + 26x + 28y — 83 = 0.

(b) 3x% —48x + 23y? — 54x + 94y + 191 = 0.
Donada la conica dequacio
X%+ 4xy + 4y* — 84x + 32y — 236 =0,
comproveu que és una parabola i trobeu el seu focus i lequacio de la recta directriu.
Donada la conica dequacio
34x2 + 32xy + 34y%? + 104x — 4y — 794 = 0,

comproveu que és una ellipse i trobeu els seus focus i els seus vertexs.
Donada la conica dequacié

5x% — 26xy + 5y* — 14x + 94y + 125 = 0.

comproveu que és una hipérbola i trobeu els vertexs i les equacions de les seves asimptotes.

La refereéncia principal d'un hiperboloide de dues fulles és

1 1 1
R = {(1, 2,-3);—(1,1,1), —(0,1,-1), —(-2,1, l)}
V3 V2 V6
ila seva equacio reduida
xrz 2 2
r Y oy,
5 2 2

Calculeu la seva equacio en la referéncia canonica.

Lequaci6 d’un cilindre elliptic en la referencia
r={(2,-3,-1); 1 L- e
R ={(2,-3,-1);32,1,2),5(-2,2,1),5(-1,-2,2)]
és
x'? yl3

=1,
6 3

Calculeu la seva equacio en la referéncia canonica.

Lequacidé d’'un paraboloide hiperbolic en la referéncia

/= —2):13,-2,6), L= L6 -

R ={(3,1,-2); 5(3,-2,6), 5(~2,6,3), 5 (=6, -3,2)}
és

z' =

’

Lo X2y
2 4

Calculeu la seva equaci6 en la referéncia canonica.
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Per a cada una de les quadriques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equacio reduida.

(@) 7x% + 7y* + 1222 4+ 2xy + 12xz — 12yz + 38x — 22y + 60z — 65 = 0.

(b) —3y% +4z2 —4xy —4xz — 8yz + 24x + 30y — 12z + 9 = 0.

Per a cada una de les quadriques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equacio reduida.

(@) 2x2 —y? —z2 +4xy —4xz —2yz —20x + 2y + 18z —9 = 0.

(b) x>+ y*+2z?>—2xy—2xz+2yz—2x+2y—10z+9 = 0.

Per a cada una de les quadriques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equacio reduida.
(@) 2x2+y? +2z2 —4xy+4xz—6yz+12x + 16y +4z—7 = 0.

(b) x% —2y? +10z% + 28xy — 20xz + 8yz — 32x + 56y — 76z — 50 = 0.

Per a cada una de les quadriques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equacio reduida.

(@) 2x2+2y? +2z%2 —2xy +2xz—2yz—8x—4y —4z+4=0.

(b) 2x%+2y?+ 72> —4xy + 6xz — 6yz — 2x + 22y — 8z + 8 = 0.

Per a cada una de les quadriques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equacio reduida.
(a) 5x2 —4y? +5z% + 16xy + 2xz — 16yz — 36x — 48y + 60z — 144 = 0.

(b) —z2—4xy—2xz—2yz—2x+6y+2z+9=0.

Per a cada una de les quadriques segiients, determineu el seu tipus, la seva referéncia principal i la
seva equacio reduida.

(a) 13x?+ 10y + 10z2 — 6xy + 6xz — 20yz — 34x — 48y + 48z + 18 = 0.

(b) 5x% + 5y® + 8z? — 14xy + 8xz — 8yz — 18x — 10y — 24z + 5 = 0.

Annex

Donada la quadrica dequacié
x?+4y? +z2 +4xy —2xz —4yz+2x + 4y + 142z + 1 =0,

comproveu que la seva interseccié amb el pla 2x — y + z = 2 és una parabola i calculeu els seus
vertex, focus i parametre.

Donada la quadrica dequacié
13x2 — 2y% + 1322 + 20xy + 10xz — 20yz — 18x + 72y + 54z — 9 =0,

comproveu que la seva interseccié amb el pla x + y — 2z = 7 és una hiperbola i calculeu el seu centre
i els seus semieixos.

Donada la quadrica dequaci6

5x2+y*+2z2+8xy —8xz+18x+ 16y —2z+2 =0,
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comproveu que la seva interseccié amb el pla y — z = 5 és una ellipse i calculeu el seu centre i els
seus semieixos.

Donada la quadrica dequacié
x> +4y? +z2 +4xy —2xz —4yz+2x + 4y + 142z +1 =0,

sabem que la seva interseccié amb el pla P dequacié 2x — y + z = 2 és una parabola. Si translladem
aquesta parabola perpendicularment al pla P, quina sera lequacié en la referéncia canonica del
cilindre parabolic obtingut?

Donada la quadrica dequacid
13x? — 2y? + 1322 + 20xy + 10xz — 20yz — 18x + 72y + 54z — 9 = 0,

sabem que la seva interseccio amb el pla P dequacié x + y — 2z = 7 és una hipérbola. Si translladem
aquesta hipérbola perpendicularment al pla P, quina sera lequacio en la referencia canonica del
cilindre hiperbolic obtingut?

Donada la quadrica dequacid
5x2 +y?+2z2+8xy—8xz+18x+ 16y —2z+2=0,

sabem que la seva interseccié amb el pla P dequacié y — z = 5 és una ellipse. Si translladem aquesta
ellipse perpendicularment al pla P, quina sera lequacié en la referéncia canonica del cilindre elliptic
obtingut?

Representeu amb el Blender les quadriques que tenen les referencies principals i equacions reduides

seguents:
( 1 1 1 ” ” ”
(a) ‘72, = (3’ 4’ _3); _(1’ _3a _3)5 _(6, 1, 1), —(0, _1, 1)} 1 X + y— —Z = —1.
| J19 /38 2 16 4 8
(b) R = ,(3 1,-2); 1(1 -2,-2) ! 4,1,1) ! ©0,-1,)}iz =22 - Y2
= | b b b 3 b b b 3‘/5 b b b ‘/5 bl 9’ - 8‘/5 10 2.
( 1 1 1 ”? 2
(c) R =1(2,2,-3);—(3,1,2), —(1,-1,-1), —(1,5, —4)} i+ =1
( V14 V3 Jaz o4
( 1 1 1 w2z o
| J6 5/3 5\2 10 2 2
( 1 1 1 2 2
(e) R’ =1(4,-4,-2); —(0,-1,-2),—(15,-2,1), —(-1,-6,3) iz = 2= — L,
\ Vs V230 V46 446 Va6

, 1 1 1 Cx2 Y2 g
) ® =1(2,-1,4); E(1,—1, 1), ﬁ(z, 1,-1), E(0, 1, 1)} i+ - =



Capitol

Solucions dels exercicis

8.1 Matrius i sistemes d’equacions lineals

8§ 07 1 -1 5 —4 4 =5
'(a)(l -1 2)'(b)<—4 4 —12)'(C)< 1 -1 3)'

.(a)(z ‘2).(1))(_2 I).(c)(? g).(d)(i; _;)

. Només estan en forma triangular les matrius (b), (d) i (e).
. (@)3.(b)3.(c)2.(d) 3. (e) 2. (f) 2.

. Després daplicar la transformacié elemental obtenim la matriu

-2 1 -1 23
-2 1 -3 10 7 |.
-4 9 2 -8 3

La comprovaci6 és immediata.

1 00
. T=11 -1 0.
3 36

41
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(a) AB té 3 files i 3 columnes. BA té 4 files i 4 columnes.
(b) La segona columna de AB és igual a

2 -1 2 1
21 -3 |+ 2|+ 4 1+6[ —1
1 2 -2 0

F, = —2F +F + SE.

2F, — 3E + 7F, + E, = 0.

(a) El rang és 3. (b) El rang és 2. (c) El rang és 2.
(a) El rang és 2. (b) El rang és 2. (c) El rang és 2.

(AB)‘:(i ;>1At3t<; i)

— 44 -32 1
A+BA—B) =0 M)igz_p =732 18)
—40 32 -30 8

(a) Simetrica i ortogonal.
(b) No simetrica i no ortogonal.

(c) No simetrica i ortogonal.
(a) x = 3+3y. (b) x = ; iy=-2.(x=-6iy=-3 (d)x= —§ iy = —3. (¢) Incompatible.
. 3

(f)x_lly——z.
x=2 2 6

(a) b)x=3y=—Ziz=—.(c)x=1y=2iz=0.
y=-1l-z 5 5

(a)x:—%,y:Ziz: %

(b) Una possible solucié és x = —z + 3,y =—z+1it =2.

(c) Incompatible.

X=-y+4—6 x=4z-2t+6
(a) 32t b .
z=—— y=T7z—=2t+8
()X=—3Z—2 (d)xzz—Zt—Z
C . .
y=122+23t+9 y=z+7t+5
(a)x=1iy=1.(b)x=15iy =-9. (c)x=§iy=—;.
(a) Incompatible.
(b) Incompatible.
(c) Compatible determinat amb soluci6é x = 8,y = —6.

Les inverses son:
1( -1 2 1(11 -4 10 -3
@) 3( 1 —5) ®) 1(1 0) ©) (13 4)

1

2

o (2 3) 0 a2 o

La matriu C no té inversa. Les inverses de les matrius A i B son

5 -2 -1 -2 -1 5

o L . 41
At=31-3 3 0 i BU=g|1 0 2 -2
1 -1 1 2 -1 1

La inversa de BA és
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X NANT R WD

Els productes son A% = AA, A* = A2A%, A3 = A%A%, A2 = ABA* 1 A = 14 = AP2A%, Aleshores,

A4 — 128 0
L\ o 128

).

¢ = 01 tenim dues possibles opcions, (a)a=1ib=-1i(b)a=-1ib=1.

8.2 Determinants

(a) 6. (b) =70. (c) —17. (d) 21. (e) 1. (f) —55. (g) 12. (h)

11. (i) —18. (j) —32.

(a) 6. (b) =8. (c) —13. (d) 11. (e) —30. (f) 5. (g) 28. (h) —21.

(a) 13. (b) 14.
(a) =9. (b) 7.
(a) 12. (b) 0.

(a) det(4,) = 2. (b) det(A,) = 2. (c) det(A3) = —2. (d) det(A,) = 2. (¢) det(As) = —24.

En la primera n’hi ha 1960, i en la segona, 6720.
(a) 1. (b) 2. (c) 3. (d) 2. (e) 3. (f) 2. (g) 3. (h) 2.
35.

S’han de calcular 35 menors dordre 6 de la matriu dels coeficients de les incognites. Hem calculat 7

menors addicionals. El sistema té 7 graus de llibertat.

. Les inverses son:

1[—2 2 14 -1 1
(a) z( 5 _1) (b) 5(1 _1) (c) 3
1{-3 —4 3 -1 1
(e) Z( 4 4) (f) (2 _1) (g) 3
Les inverses son:
-1 4 -2 -1 -5
(@) [ -5 15 —7 ®b) | —2 -13
-2 5 -2 -1 -4
—24 —14 26 -14 1
@ 5[ -4 2 -4 @3 5
-17 —-10 -—-18 —12 0
(a)x=0iy=1. (b)ngiyz—g. (c)x=3iy= ;
X = 3 iy= i.
5 5

(a)x =-3iy=-2. (b)x=§iy=—%(c)x=—%iy=—%. (dx=0iy=-3(e)x =

y=—§. f)x=-2iy=1.

(a)x=%,y=—%iz=—%. (b)x=4y=3iz=—-6.(c)x=3,y=

iz =

Wl &

(5 5)
(3 ®3(% )

(d) (

-2 3
-3 4

—4 -2 -1 -1
—-10 (¢) =1 23 19 10
) 14 12 6
10 2 =50
—4 ) |11 —26 1
9 10 —24 1
(dx=8iy=-3.(e)x=6iy=3.(f)
4
- i
5
4, 4 16
g1z—§(d)x——?,y—1

Unes possibles solucions sén (depén del menor no nul que s’hagi escollit)

@ x=z+2t—1} b)
y=—z+t
XxX=z+t

(c) _—4z+t—2} (d)
=—F

—z+8t—2
X=—
2
_3z-2t+2 I
- 2

X=z—-2t+2
y=—t—1
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17. Les solucions s6n

x=2y—-5
(a) Incompatible (b) }
z=-2
xX=2y—2
(¢) Incompatible (d) }
z=-1
18. Unes possibles solucions soén (depén del menor no nul que s’hagi escollit)
x=—-t+1 x=-t
@ 242 (b) y=t-2
Y= z=—t+1
—4t +2
_z+10 X=-—
10 _
(c) y=_TTzx10 d y=1

19. (a) Sim # 3, el sistema és compatible determinat amb soluci6

20.

21.

Sim = 3, el sistema és incompatible.
(b) Si m # +£1, el sistema és compatible determinat amb solucid

1
- m+1
_m+2
m+1
Sim = 1, és compatible indeterminat amb solucié y = 2 — x. Si m = —1, és incompatible.
(c) Sim ¢ {—2,1,2}, el sistema és incompatible. Per a m = —2, és compatible determinat amb
soluciéo x = —1iy = 1. Per a m = 1, és compatible determinat amb solucié x = —1iy = 4. Per a

m = 2, és compatible determinat amb solucio x =1iy = 1.
(d) El sistema sempre és compatible indeterminat amb solucié

y=2—(m?-2m)x
z=-5+2m*—6m)x |
Sia # —310, el sistema és compatible determinat amb soluci6
_ a
T a+3
o+ 2a

a+3
3

a+3

Sia = 0, és compatible indeterminat amb solucié x =1 — y — z. Si @ = —3, és incompatible.
(a)/ll = _21/12 =1. (b)ll = 21/12 = 3. (C)ll = _1,/12 = 2113 =3. (d)ﬂ.l = _3,12 = 1113 = 3.

8.3 Vectors al plaialespai

. (@) (3,7,-5). (b) (=5,2,-2). (¢) (5,5,25).
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(a) 167+ 2] — k. (b) 657 — 53] — 16k. (c) 300 + ] + k.

3. (a)(7,2) = 3(1,2) — 4(—1,1). (b) Si que ho és. Per exemple (1, 3,8) = 2(1,2,3) — (1,1,-2). (c) Una

possible solucié, que no I'tinica, és t = 2(21+ J — k) — 3@ — 37+ k). (d) No.
7(3,3,3) + 3(=2, —2,3) — 15(1, 1, 2) = (0,0, 0).

5. X = —3(—4ii + 60).

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.

(a) Linealment independents. (b) Linealment independents. (c) Linealment dependents. (d)
Linealment dependents.

(a) Linealment independents. (b) Linealment independents. (d) Linealment dependents. (d)
Linealment dependents.

(a) El vector u té components (—4, 5) en la base B’, és a dir, (9,7) = —4(—1,2) + 5(1,3) = (—4,5) 5.
(b) El vector u té components (3,—1,2) en la base B’, és a dir, (12,3,15) = 3(4,2,3 — (2,5,2) +
2(1,1,4) = (3,-1,2) 5.

(c) El vector u té components (4, —2, —3) en la base B’, és a dir, i = 421+ J + k) — 20+ J- 2k) —
30— T+ 3k) = (4, -2, —3) 5.

Les components s6n (3,3)z = (6,3) i el grafic

777777777777777777

El grafic és

i = (=3,3)y

= (43

Si és base i les components son (8, —14,9).
(a) Si. (b) Si. (c) No. (d) No. (e) Si. (f) No. (g) Si. (h) Si. (i) Si. (j) No.
(a) No. (b) Si. (¢) Si. (d) No. (e) No.
(@) xx—2y=0.b)x+4y=0.(c)5x—y=0.(d) 7x -3y =0. (e) 2x + 3y = 0.
x+3y=0 x—2y=0 3x—z=0 x+2y=0 x=0
@ 7T } ORI } Ol } @ 77 } @ }
4 +z=0 y—z=0 y=0 2y—z=0 y=0
(a)x—z=0.(b)5x—2y+z=0.(c) -3x+y—2z=0.(d)—y+z=0.(e) 5x+2y —z=0. (f)
y—z=0.(g3x+y—2z=0.(h)x+y+z=0.())x+z=0.



17. (a) (0,—1,1). (b) (3,2,1). (c) (0,1,1). (d) (2,-1,1). (e) (=7,1,1). (f) (0,1,1). (g) (—6,2,1). (h)

18. Les matrius son

46
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(8,-3,1). (i) (—5,-3,1).

o ()=(50)0) ()3 2)0)
o ()36 ()=530)0)
o ()3 2)0) G)= 3)0
o) -2 30 ()= 36
o ()-(3 20 G)-( 2)0)
o)=-(2)0) ()30 )6)

19. (a) u = (—6,10,—-3) 5. (b) Ui = (=7,—2,=5)g. (c) U = (=5,2,6) 5. (d) u = ([-1,-1,0)5.

20. Lasevaequacid en la base B’ és x’ + 4y’ = 01i el grafic

2 3 4 5 6 7 8 9

21. (a)3x—4y=0.(b)7x+2y=0.(c) x+2y=0.(d) 6x+y =0.
22. (a)5x'+2y'+3z'=0.(b)x+z=0.
23. Les expressions del canvi de
x" 1(1 —4\(x x" 1(11 2\ (X
(a)(y”):3(4 —1><y’) (b)(y"):‘_‘( 1 2)(y’)
x" 1(1 =3\([X x" 1(-1 4\([xX
()36 2)5) @ ()=E0)0)
1( 1 -1 1)
24. (a)z -1 1 1By +z"=0.
1 1 -1
25. i) -1y =8, iy - Uy = 11, 1, - (ily + 1l3) = 14, |[ily|| = V21 i ||ty + #iy]| = 7.
26. Formen un angle de 60°.

27. Perat=4it=-2.
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29.
30.

31.

32.
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34.

35.
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38.

39.
40.
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1 -1
-1 2
iﬁl '1_23 = —18, ﬁz 'ﬁ4 - 11, ﬁl . (ﬁz +ﬁ3) = —27, ||ﬁ4|| = \/ﬁl ||ﬁ2 +ﬁ4|| = \/5

(@) (2,3,1). (b) (3,1,1). (¢) (2,1,1). (d) (=1,-1,1). (e) (=3,0,1). (f) (3,1,-1).

(a) (4,3,-1). (b) (1,-3,-3). (¢) (4,2,1). (d) (1,1,-1). (e) (3,—1,2). (f) (1,3,—4). (g) (3,2,-3).
(h) (2,-2,-1).

La matriu G és

(a){(1,-2,4),(1,-3,1}. (b){(1,-3,3),(1,-2,2)}. (c){(1,—4,4),(1,-3,2)}. (d){(1,—4,2),(1,-3,-1)}.

(e){(1,4,-1),(1,3,-2)}. (£){(1,-3,-2),(1,—4,-1)}.
(@) iy - & = 3,1y - ily = 9, &, - (1 + 1h3) = 3, |[ihy]| = V43 iIE, + & = V7.
(b) |[i]] = V28 = 28.

(c) Un vector perpendicular a i és el vector U = (1, 8) 5. El grafic és
U= (=3,4)g

(@' = 3(1,2)id" = £(27,-11). (D) & = (~4,4)idl* = (-3,5). (&’ = 5(-11,22)i#" = 1(3,29).
(d) ' = (=55, ~11) i 0" = (=45, -61). (e) i = (~5,0) i &* = (=5,-3).

(a) {(1,1,0),(1,-1,2)}. (b) {(1,0,2),(6,—5,-3)}. (c) {(1,1,0),(3,-3,4)}. (d) {(3,1,0),(1,-3,5)}.
Com que la soluci6 no és tinica, només cal que comproveu que, en cada cas, els dos vectors s6n
perpendiculars i compleixen Iequacié corresponent.

@i = (3,-3,3)ii* = (3,—5,2). (b)ill = 1—11(6, —24,42) i ii* = 1_11(—45, —37,29). (o) @i =
@4,-1,4)iu* =(5,-1,3).

(a) i’ = %(8, _4,4) i 0 = %(4, ~17,-1). (b) &’ = ﬁ(zz _18,9) i ii* = ;(—1, —39,-12). (¢)
i = %(—2, 2,2)ii* = %(—16,—5,—5).

El vector (1, —3,1) perpendicular al pla i els vectors {(3, 1, 0), (—1, 3,10)} formen una base ortogonal
del pla.

Uy X Uy = (3,5,4), (U + 2u,) X Uy = (14,10,2), (U; X Uy) X 1z = (6,—10,8) i 1y X (U X U3) =
(10, —10, 0).

La longitud és de /229 cm.

Les longituds sén de 7 i /129 m, respectivament.

(a) Una possible base ortogonal del pla és {(1, —2,0), (—6, -3, 5)}. (b) Una possible base ortonormal
del pla és

1 1
{E(L —-2,0), ﬁ(—@ -3, 5)} .

(c) Un generador de la recta perpendicular al pla és (2,1,3). (d) ' = ;(11, 23,-15). (e) u* =
3(15,25,-9).
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8.4 Geometria al plaialespai

1. La representacid de les rectes és

2. (a)5x—3y=13. (b)4x+5y+4=0.(c)2x+7y+13=0. (d)2x—y =3.(e) x+y = 2. (f)
4x+3y+16=0.(g) x+1=0h() x -9y =5.

3. Les equacions son:

Equacié vectorial (x,y,2) =(-3,2,1) + t(3,1,1)
x=-3+3t
Equacions parametriques y=2+t
z=1+t
., , x+3
Equacio continua 3 = y—2=z-1
L xX—3z=-6
Equacions implicites
y—z=1
El punt (3,2, 3) pertany a la recta.
4. Una possible soluci6 és
3x+y=13
y+3z=7 '

5. Una possible soluci6 és
(x,y,2)=(0,0,3) + A(1,0,—3) + u(0,1,4).

6. Una possible soluci6 és
2x—y+3z=5
2x—-3y—z=3 } '
x—1

2
8. Sén equacions implicites de la recta els sistemes (b), (d), (e) i (f).

=y+1l==z

9. Les equacions son:

Equacié vectorial (x,y,2) =(3,1,2) + t(-1,1,1) + 5(2,1,2)
xX=3—t+2s

Equacions parametriques y=1l+t+s
z=2+t+2s

Equaci6 implicita x+4y—-3z=1.
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x=1+t+5s

10. y=1+3s
z=-3+3t

11. El quatre punts sén coplanaris i el pla que els conté té equacié 2x + 13y + 4z = 2.

12. a=13.

E
z=3

14. 5x — 3y —z = 10.

15. x;3 _ y_+41 _ 2;2.

16. La projeccid ortogonal és p’ = (-2, 3, —1) i el simétric p* = (2, -9, 6).

17. (a) p' = (2,3,3)ip* = (0,7,1). (b) p = 4,1,-1) i p* = (-2,-5,2). (¢) p' = (-3,3,3) i
p* =(-1,9,-3). (d) p' =(-1,3,-2)i p* = (2,0,4).

18. (a) Son estrictament secants. (b) La recta esta continguda en el pla. (c) Sén estrictament parallels.

19. (a) Sencreuen.

(b) Una possible soluci6 és
(x,y,2) =(3,-8,-9) + A(1,3,4) + u(-7,5,-2).
(c) Una possible solucio és
5x+9y—-8z=15
x+7y+14z=55]|"

20. (a) Sim # 1,2 els tres plans son secants i es tallen en un tnic punt. (b) Si m = 1, els tres plans
formen un prisma. (c) Si m = 2, els plans p; i p; sén coincidents i p2 els talla en una recta.

21. Sik # —8,—3 els tres plans son secants i es tallen en un tnic punt. (b) Si k = -8, els tres plans
formen un prisma. (c) Si k = =3, els plans p; i p, son parallels estrictes i p3 els talla cada un dels
altres dos en una recta.

22. (a)d = V3. (b) x +3y—2z=-7.(c) (1,-2,1)1(2,-3,0), respectivament.

23. a)(d = 101\§ﬁ‘ (b) % = y%l = _i3 (c) (—%, it %) i (—%,—%, %), respectivament.

24. (a) No son perpendiculars; i 'angle és g (b) No son perpendiculars; i l'angle és %. (c) Son perpendi-
culars.

25. (a)d=2.(b)d = ‘/1—3_50. (c) 0.

x—1 -2 z+4+1

2. @M ) =122

27. Lortocentre és el punt (-3, —6, 4).

28. El circumcentre és el punt %(5, 1,-1).

29. Siés referéncia; i les coordenades sén (0, 1, 2).

30. Son estrictament secants; i es tallen en el punt (4,4, —1).

, _ 2x" +2y"

31 ) =6 —35x” +y”

(3,0) = (0,0)r = (0,~2)z.

32. p=(=12,-24,3)zn.

33. 7x' + 5y’ = —6.



34.
35.
36.
37.

38.
39.
40.
41.

42,
43.

44.

45.
46.

47.

48.
49.
50.
51.
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x+y—-3z=1.

4x' —3y' — 3z’ = 40.

R ={(-2,3,-2);(-3,1,-1),(=2,-2,-1),(=2,-1,-1)}.

Si escollim la referéencia R = {(1,-2);(4,1),(—1,2)}, P és el parallelogram de vertexs (0,0)x/,
(1,0)) %7 (1,3)%/,1(0,3)%/. Dit d’'una altra manera,

P={(x',y)p talsque 0<x"<1, 0<y <3}

Larea és A = 27.

(a)C=(-1,3)ir=3.(b)C=(-2,4)ir=+5(c)C=3,-4)ir=+8.(d) C=(-2,-3)ir=4.
Lequacio és x* + y? + 4x — 6y — 12 = 0, el centre C = (=2,3)iel radir = 5.

x% +y? —10x — 6y + 21.

Els semieix major és a = 4, el semieix menor b = 2y2 i els focus (0, 2\/5) i(0,—2 \/5).

La semidistancia focal és ¢ = y12. Les seves asimptotes tenen equacions x + \E y=0ix— \/5 y=0.
Les rectes tangentsson x +y =6ix — 7y = 14

Son els punts (1,1) i (—3,9). El parametre és p = % iel focusésel punt F = (0, 1)

4
2
2L =1,
2

Els vertexs son (5,2) i (1, 2), les asimptotes 3x — 2y = 51 3x + 2y = 13 i el grafic

T T T T T T T T T T
-5 -4 -3 =2 -1 1 2 3 4 5

(a) El centre és C = (3,—1), els semieixos a = 2i b = 3 ila semidistancia focal ¢ = \/E (b)
C=(,-2),a=2b=2y2ic=2y3.(c)C=(=2,0,a=2.b=3ic=+13. (d) C = (-4,3),
a:2\/5,b= \/Eic= \/E

Observacié: lequacié de les dues ultimes és de la forma

(x — xp)° + (= ¥)? _
P2 @
és a dir, a sempre és el semieix real i b és el semieix imaginari.
6x'2 —4x'y’ +9y"? —20 = 0.
x2+y?—4x+6y+9=0.
x2 ¥y, 2
2 pta=1

(a) Paraboloide elliptic. (b) Hiperboloide d’una fulla. (c) Hiperboloide d’'una fulla. (d) Con. (e)
Cilindre elliptic. (f) Cilindre parabolic.

1,



52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.
61.
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Lequaci6 és x'2 + y'? — 2z'2 = 0 i la quadrica és un con.
Lequacié en la referéncia canonica és 2x% + 2y? + 722 — dxy — 6xz + 6yz — 18x —2y + 2z — 12 = 0.
Larea és A = Zm.
, 641
Elvolum és V = =
Les equacions implicites dels dos plans sén 3x — 7y + 2z = 331 3x — 7y + 2z = —91.

Els semieixos sona =2ib = 3.

a= \/5 ib=2.
—1)?
Lequaci6 del con és 4x? — y? + 4z2 = 0, 0 bé, x* — b)) +2z2=0.
X2y 2
Lequacio de I'hiperboloide d’una fulla és Tt T 9= 1.

Lequacio de la superficie de revolucio és 16x* + 16y — (z* — 8)2 =0.

8.5 Transformacions lineals i afins

. (@) Ty(2,3) = (9,8), Ty(=1,2) = (=1,10) i T;(4, 1) = (11, =12). (a) Ty(2,3) = (=5, 5), T(~1,2) =

(-8,1)i Ty(4,—1) = (11, 3).
T(3,1,-1) = (6,2,14), T(1,-2,—1) = (1,1,3) i T(1,—4,1 = (=5,9, —1).
El vector (1,1, —1) no té antiimatges. T~1(-2,6,2) = {%(4 —z,—-10+7z,3z) amb ze€ R}.

La representacio grafica és

T(2,2)

T(2,-2)

T(-2,2)

T(=2,-2)

o(2)-2(5 )0 )0

Els grafics son

L



52 Solucions dels exercicis

>+ (3)=(22)C)
«(2)=3(; 5)5)

Els grafics son

u -5 —4 -3 X
7. v | = 9 6 4 y
w 2 1 3 z

8. Les expressions en la base B' = {(1,2),(1,—1)} sén

ST -2 )
N 4 I e [ Y S )

w =5
u 2 -2 3
10. | v | = 2 11
w -1 1 1 (
u 1 —\/5 0 b
11. | v =% V3 1 0 (y)
w 0 0o 2 z
u ) 1 4 8
12. v =35 -8 4
w -4 -

09.745°, 6 = 63.612°

b9
y |
z
20 =
-3
) -3 6 -2 )
6 z
3

N
I
A
%Xﬂ-/-\

& < =
\”,_.

3.690°% 6 = 31 003 i¢ = 303.690.
) 2 —\/_ X
=3 0 —2V3|{y

-3 —2y3 -1 z

14.



15.

16.

17.
18.
19.

20

21.

22.

23.

24,
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pq=-1+4+3i+9j+3k,qp=-1-9i+3j+3k,pq* =5-5i—5j—5k,q¢* p=5+7i+ j—5ki

pqp* = 10 + 20i + 20j — 10k.

w\ o [-1 -2 -2\ [x
vl=5(-2 -1 2]fv
w -2 2 -1/)\z

Es tracta de la rotacié de 90° al voltant del vector (1, 2, —2). El quaternio és q =

Es tracta de la rotaci6 de 60° al voltant del vector (1,—1,—1).

La representacio grafica és

El punt (1, 8) és un punt fix.

(0)=(e)+)0)

El grafic és

u 3\ (2 -2 -1

o= 1]+z|1 2 -2

w -2 2 1 2/)\z

u 17 -1 =2 -2
1 1

v |=z| 17 |+ -2 -1 2

w 7 -2 2 -1

Es tracta de la rotaci6 de 120° al voltant de la recta dequacié continua

x—2 y—-5 z-3

z

-1

1

1

2
2

+

V2
6

i+2j-—
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25. Estracta de la rotacié de 60° al voltant de la recta dequacié continua

x—4 y—-1 z+4+3

-1 1 1
seguida d’una translaci6 de (4, —4, —4).
26. (a) El moviment helicoidal ve donat per
u 7 0 -1 0 X
v|=|-4|+{0 0 -1 y
-2 1 0 0 z

(b) Els angles d’Euler sén ¢ = 90°, 8 = 90° i ¢ = 0°.

27. Larepresentacio és

—6— 6 -2 6 6
3+5/6 +% -J6 1 =3

w 3-7,6 -J6 -3 1

w (0)=(2)+30 )0

T(1,-2) = (10, -1) i T(1,—2) = T(0,0) % = (5,—4)s = (10,—1).

()30

Tots els punts de la recta 2x + y + 1 sén punts fixos. El grafic és

c &
Il
N =

8.6 Diagonalitzacié

1. Les solucions s6n

X

y
z
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(@) B = {(-11).2.-3)} (”f ) - (1 0)

P 1N (o uw\ (30
(b) B' = {(~1,~1), (2.~} ( ,)_(0 2
(© B ={1,-1),(=2, D} (“f ) . ( . 0)

1 N 1 u) (-1 0\(X

2. Les solucions s6n

u 1 00 x'
(@) B' ={(-1,-1,1),(0,-1,3),(-1,-3,6)}. ( v ) =10 2 O) (y’
w' 0 0 2 z'
u -1 0 O x'
(b) ' ={(1,1,1),(1,0,1),(-1,-2,0)}. v ) = ( 0 2 0) (y’ )
w' 00 -2 z'
u 4 0 O x'
(c) B ={(1,-1,0),(3,—4,—1),(2, =3, -2)} ( v’ ) = (0 1 0) y'
w' 0 0 -3 z'
u' 1 00 x'
(d) 8 ={@1,0,-1),(0,-1,-1),(3,2,-2)}. ( v |=10 1 0 y )
w’ 0 0 2 z'
3. Les solucions s6n
(a)C:(—l 2)1D:<4 0) (b)c=<_1 1)iD=<_1 0)
1 -1 0 3 -3 2 0o -2
(C)C:(l _2)1D=(1 0) (d)c:( 1 3)1D:(1 0)
2 -3 0 2 -1 -2 0 2
(e)C:(l 1>iD:(_3 0) (f)C=<_1 —1)1D:<—4 0)
3 2 0 —4 -1 -2 0 -3

4. Les solucions sén

-1 3 -1 4 0 O

(a) C= 1 -2 1]iD= (0 30
-7 3 0 0 3

-1 -1 -3 300

by c=|-2 -1 -3 iD=(O 20
0 -1 -2 0 01

-1 2 2 0 O

(c) C= 01 2)ib={0 -3 0
-2 0 0 —4

5. Us és un vectors propi de T amb valor propi —3, U,, i, i Uig 6N vectors propis amb valor propi —2 i,
finalment, #, i 15 no sén vectors propis de T.

-3 0 0
6. B'={(1,1,3),(1,1,2),(2,3,5}iD=| 0 -2 0
0 0 —2



7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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B' ={(1,1),(—2,1)} i la representaci6 de T en aquesta base és

(4)=( 25

La representacio grafica és

(1)

(a) No és diagonalitzable perque té el valor propi A4; = 3 amb multiplicitat 2 i la matriu no és maltiple
de la matriu unitat. (b) No és diagonalitzable sobre els reals ja que els seus valors propis son nombres
complexos conjugats. Es diagonalitzable sobre els complexos. (c) No és diagonalitzable perque té el
valor propi 4; = 1 amb multiplicitat 2 i la matriu no és multiple de la matriu unitat.

2 00
(a) Es diagonalitzable. B’ = {(1,-1,0),(0,1,-1),(1,-1,1)}iD=( 0 2 ©

0 01
(b) No és diagonalitzable. (c) No és diagonalitzable.

B ={(1,1),(3,2)}iD = (3 g)

Una possible base de vectors propis és B" = {(0,0,1),(1,—1,0),(1,1,0)} i lexpressi6 de T en aquesta
base és

u 4 0 0 x'

v |=10 4 0 y

w’ 0 0 -2 z'

n _1 0 14
B ={(-2,1),(=53)}i( ", | = * ).
v 0 —-2/\y

Els coeficients sén a = 4i b = —5; i la matriu diagonal,

D=(_1 0).

0 -2
—4

y_ )1 1. ; ul _ 5 0\(x

o= foazeanli(y)- (0 0)()

A=( 6 i)ip(/l)=/12—5/1+6.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

8.7. Coniques i quadriques

c=L(! Hip=(¢ 9)
L1 1 0 2
B = {1(111) (—10)i(11—2)}i v | =
J_ .J_ b ’JE 9’ b w,
(o V2o o2 4 00
—| V3 =2 1 |ib=| 0 -4 0
\yz 2 a1 0 0 2
-1
B = {1(101) l(12—1)i(—111)}iD= 0
ﬁ .Jg b b ’Jg b b 0
0 2 -2 122 -8
A= 2 -3 4|c=3(-2 1 2]iD=( o0
—2 4 -3 2 1 0
3.0 0
StA=[0 1 -2
0 —2 1
El grafic és
0 2 -2
A= 2 -3 -1
—2 -1 -3
7 -1 1
1 , 1 1
A=zl-1 7 1|3 ={—(1,1,0),—(1,—1,2),
1 -1 7 V2 Vo
8.7 Coniques i quadriques
1 1
=1(2,-2); —=(2,-1), —(1, 2)}. Lequacio reduida és
{ A 4

Lequaci6 en la referéncia canonica és 8x2 + 12xy + 17y* — 8x + 44y — 348 = 0 i la grafica

ﬁ(l,—l, 1)}iD =

o o w

o oo

o oo
K<\

S = O o
_ O O = O O

1

S O N

[l S BN )

w O O
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1 1
2. R =4(-1,1); —=@1,1), —=(-1, 1)}. Lequacio reduida és
{ PN !

x2 2
AN A
2 8

Lequacio en la referéncia canonica és 3x2 + 10xy + 3y? — 4x + 4y + 20 = 0 i les equacions de les
asimptotes sén x + 3y = 2i3x +y + 2 = 0. La grafica és

T T T T T
-0 -9 -8 =7 -6

1 1
3. R'=4(-4,-2); —(1,-1),—(, 1)}. Lequacié reduida és
{ A !

x'?

82

Lequaci6 en la referéncia canonica és x2 — 2xy + y? — 12x — 20y — 92 = 0 i la grafica és

!/

y
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0

T T T T T
-12 -11 -100n_-9 -8

1 1
4. R =1(2,0); —(3,-1), —(1,3)}. Lequacio reduida és
{ oo T !
12 12
XY
10 30

Lequacio en la referéncia canonica és 13x% — 12xy — 3y? — 52x + 24y — 98 = 0 i la grafica és

273

Lequaci6 en la referéncia canonica és 5x2 + 6xy + 5y% — 30x — 18y — 19 = 0 i la grafica



60 Solucions dels exercicis

T T
-7 -6

y=—.

8v5

Lequaci6 en la referéncia canonica és 4x2 + 4xy + y* — 20x — 30y + 81 = 0 i la grafica

&

58\
T T ABZanmmn T N L T
-10 -9 -8 -7 -6 =574 -3 -2 -1 12 3 34 5 6 7 8 9 10

- —14 <

(a) Es una parabola. La referéncia principal és R' = {(—2, 0); L(2, -3), \/L_(S, 2)} i lequacié
13 13

reduida
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(b) Es una ellipse. La referéncia principal és R’ = {(—1, 2); L(1, -3), L(3, 1)} ilequaci6 reduida
V1o V1o

Les grafiques de la parabola i lellipse son

2 ot
G5B 7 N6 -5 aa N 1
Y :
v
¥ >
A 3
/ 4
s
s

8. (a) Es una hipeérbola. La referéncia principal és R’ = {(—3,2) ; %(1, 2), %(—2, 1)]( i lequacio
5 5
reduida
12 12
XY 4
10 20
(b) Es una parabola. La referéncia principal és R’ = {(1, -2); L(3, -1), L(1, 3)} i lequacié
V10 V10
reduida
x'?

Les grafiques de la hiperbola i la parabola s6n

9 8 7 Teas f4 -3 -3 -1 T2 3 4 5 6
1
b
2
A
/f
4
Ls 6
7

o/
-8
-7
-9

9. (a) Es una ellipse. La referéncia principal és R’ = {(—3, -2); %(2, 1), %(—1, 2)} ilequaci6 reduida
5 5



10.
11.
12.

13.
14.
15.

16.

17.

18.
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(b) Es una hipérbola. La referéncia principal és R’

reduida

xrz y12
9 3

Les grafiques de lellipse i la hipérbola sén

_ {(1,—1)

=1.

1

1

; E(& 2), E(—Z, 3)} i lequacio

El focus és el punt (2, 0) i la recta directriu té equaci6 2x —y + 16 = 0.
Els focus son (2, —3) i (—6, 5) i els vertexs (3, —4), (1,4), (—=7,6) i (=5, =2).

Els seus vertexs son els punts (7,4) i (1,—2) i les asimptotes tenen equacions x — 5y +1 = 0 i

5x —y =19.

4x? + 4y? + 4z%2 — Txy — 7xz — Tyz — 15x — 30y + 45z + 120 = 0.

4x% + 3y? + 222 — 4xy + 4yz — 28x + 30y + 16z + 63 = 0.
2x% — 4y? + 922 + 12xz — 12yz + 36x — 4y + 4z — 98 = 0.

(a) Es un cilindre elliptic. R’ = {(—4, L

da és

1

(b) Esun con. R’ = {(—3, 3,3); =

(a) Es un hiperboloide de dues fulles de revolucié. R’

Lequaci6 reduida és

(b) Es un cilindre parabolic. R' = {

reduida és

3,1);

(1,1,0)

V2

x'?
18

12
y
+-=1.
8

=

x'?

x/2 2 Z/2
AR AN
8 8 4
1
(—4,-4,1); —(1,-1,-1),
V3
. 3x'?
zl = ——.
a6

>

1
V6
1
(27 _19 0)5 _(1’ 2’ _5)1

30

—+y?-z?=0.
oty

{(2, 4,1): %(1, 0,2), \/%(2, —5,-1),

V3

1
E(L 1,0),

1

Ve

1 ; . .
-1,2),—(1,-1, —1)}. Lequacio redui-

1,2, 1)}. Lequaci6 reduida és

1

ﬁ(Z, 1, —1)}.

(1,-1, 2)}. Lequacio

(a) Es un paraboloide hiperbolic. R’ = {(—1, 2,3); i(0, 1,1), i(1, -1,1), i(2, 1, —1)}. Lequacid
V2 V3 V6

reduida és



19.

20.

21.
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(b) Esun con. R’ = {(—2, 2,1); %(1, 2,2), %(2, 1,-2), %(—2, 2, —1)}. Lequacio reduida és

12
x?‘l'ylz—ZlZ:O.

(a) Es un ellipsoide de revoluci6. R’ = {(3, 3,1); i(1, 1,0), i(—1, 1,2), i(1, -1, 1)}. Lequacid
V2 Ve V3

reduida és

x/2 y12 Z/2
E + 1_6 + T =1.
(b) Es un paraboloide elliptic. R’ = {(4, -2,-2); i(1, -1,-1), i(1, -1,2), i(—1, —1,0)}. Le-
V3 V6 V2
quacio reduida és
12 12
z' = X + r_ .
10V2 2

(a) Es un hiperboloide d’'una fulla. R’ = {(1, 2,-3); i(1, 0,1), i(1, 1,-1), i(—1, 2, 1)}. Lequacio
V2 V3 V6

reduida és

(b) Es un cilindre hiperbolic. &' = {(o, -2, 3);i(1,1,1),i(1,—1,0),L(1,1,—z)}. Lequaci6
V3 V2 V6

reduida és R X
xl 12

V.
2 3

. 1 1 1
(a) Es un cilindre elliptic. R’ = {(2, 1,-2); —(3,1,-1), —(2, -3, 3), —(0, -1, —1)}. Lequacié
F /i 5 2 ¥
reduida és
x'?

8

2
Y
+—=1.
4

. 1 1 1
(b) Es un hiperboloide de dues fulles. R’ = {(—4, -3,2); —(1,-1,-2),—(1,-1,1), —(-1, -1, O)}.
’ Ve G G

Lequaci6 reduida és
le 2 Z/2
A AN
8 2 1






